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Prélogo

Estimados lectores,

Es para mi un gran placer presentarles este libro sobre programacion funcional en Agda. Como apasionado de
los lenguajes de programacion y las matematicas, he encontrado en Agda una herramienta fascinante que

combina la elegancia de la programacion funcional con el rigor de la demostracion formal de teoremas.

A lo largo de las siguientes paginas, mi objetivo es guiarlos en un emocionante viaje a través de los conceptos
fundamentales y avanzados de la programacion en Agda. Comenzaremos con los bloques basicos del paradigma
funcional, como funciones puras, inmutabilidad y recursion. Gradualmente construiremos sobre estos cimientos

para explorar caracteristicas mas sofisticadas como tipos dependientes, co-induccion y monadas.

Pero este libro no es solo sobre aprender un nuevo lenguaje de programacion. Es sobre adoptar una mentalidad
diferente, una en la que el cédigo y las pruebas son uno solo, donde las especificaciones precisas guian el
disefio, y donde la correccion se garantiza por construccion. Espero transmitirles la belleza y el poder de este
enfoque.

Ya sea que sean estudiantes buscando expandir su repertorio de programacion, ingenieros de software
interesados en técnicas de verificacion formal o simplemente curiosos explorando nuevas fronteras
computacionales, confio en que encontraran este libro iluminador y gratificante.

Emprendamos juntos este viaje hacia el fascinante mundo de la programacion funcional en Agda. jQue la
elegancia de las matematicas y la precision de los tipos sean nuestra guia!

Luis Eduardo Murioz Guerrero
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Introduccion al Calculo Lambda

El célculo lambda, desarrollado por Alonzo Church en la década de 1930, es un sistema formal que sienta las
bases tedricas de la programacion funcional. Es un modelo de computacion universal basado en la abstraccion y
aplicacion de funciones, que nos permite estudiar la computacion de manera pura y abstracta, sin preocuparnos

por los detalles de implementacion de bajo nivel.

El célculo lambda es un sistema elegante y minimalista que captura la esencia de la computacion. A pesar de su
simplicidad sintactica, es sorprendentemente poderoso y expresivo. Con solo tres componentes basicos
(variables, abstracciones y aplicaciones), el calculo lambda puede representar cualquier funcién computable.

Fundamentos del Calculo Lambda

El célculo lambda se basa en tres componentes principales:

1. Variables: Son simbolos que representan los argumentos de las funciones. Las variables pueden ser
nombradas con cualquier simbolo, como X, y, z, etc. Las variables son esenciales para la abstraccion y la

parametrizacion de funciones.

2. Abstracciones: Definen funciones anonimas, es decir, funciones sin un nombre especifico. Las
abstracciones son el niicleo del clculo lambda y representan la idea de una funcién como una "receta" o
un "proceso" que toma un argumento y produce un resultado. Se denotan con el simbolo A seguido de una

variable y un punto .. Por ejemplo, Ax.x representa la funcion identidad, que simplemente devuelve su
argumento sin cambiarlo.

3. Aplicaciones: Representan la aplicacion de una funcion a un argumento. Las aplicaciones permiten
"ejecutar" o "evaluar" una funcion con un valor especifico. Se escriben como (f x), donde f es una

funcion (abstracta o concreta) y x es el argumento que se pasa a la funcion. La aplicacion es el mecanismo
por el cual las funciones son invocadas y los resultados son calculados.

La sintaxis del calculo lambda es muy simple y consistente. Una expresion lambda tiene la siguiente forma

general:

Donde x es la variable que representa el argumento de la funcidén, y M es el cuerpo de la funcion, que puede

contener otras expresiones lambda, variables y aplicaciones.

Componente Descripciéon Ejemplo
Variable Representa un argumento de funcion X, ¥
Abstraccion Define una funciéon andénima AX. X
Aplicacion Aplica una funcién a un argumento (f x)
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Evaluacion y Reduccion

El proceso de evaluacion en el célculo lambda se basa en la reduccion de expresiones. La reduccion es el
mecanismo por el cual las expresiones lambda se simplifican y se evaliian hasta obtener un resultado final.

Existen dos reglas principales de reduccion:

1. a-conversion: También conocida como "renombramiento de variables", la a-conversion permite cambiar
el nombre de las variables ligadas en una expresion lambda sin alterar su significado. Por ejemplo, Ax.x y

Ay .y son equivalentes por a-conversion, ya que ambas representan la funcion identidad,
independientemente del nombre de la variable utilizada.

2. PB-reduccion: Es la regla fundamental de evaluacion en el célculo lambda. La B-reduccion se aplica cuando
una funcion abstracta es aplicada a un argumento concreto. Consiste en sustituir todas las ocurrencias de la
variable ligada en el cuerpo de la funcion por el valor del argumento. Por ejemplo, la expresion (Ax.x +

1) 2sereduce a2 + 1 mediante B-reduccion, ya que la variable x en el cuerpo de la funcion se reemplaza
por el argumento 2.

La B-reduccion es el motor que impulsa la evaluacion en el calculo lambda. Permite simplificar expresiones
complejas paso a paso hasta obtener un resultado final. El proceso de P-reduccion se puede aplicar
repetidamente hasta que no haya mas aplicaciones de funciones que reducir, momento en el cual se dice que la
expresion estd en "forma normal”.

Regla de reduccion Descripcién
a-conversion Renombramiento de variables ligadas AX.X=Ay.y
-reduccion Aplicacion de una funcion a un argumento (AX.x +1) 2—-2 + 1
n-conversion Conversion de una funcion a su forma punto-libre Ax.f x=f

()\f Ag AR fe(hh))(Ax.Ay.x)h(Ax.xXx)
—8  (Ag AR AxAy.x)g(hh))h(Ax.x x) (1)
—a (A Ak.(Ax.Ay.x)g (kk))h( AX.X X) (2)
—3 ()\k (Ax.Ay.x)h(kk))(Ax.x x) (3)
s (AxAyx)h((Axxx) (Axxx)) (4)
—g  (Ay.h)((Axxx) (Ax.xx)) (5)
—g h (6)

llustracion 1 — Ejemplo visual de la redaccion beta.
(Fuente: nOunc3 — Stack Exchange)
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Funciones y Recursion

Una de las caracteristicas mas poderosas del calculo lambda es su capacidad para definir y manipular funciones
de orden superior. Las funciones de orden superior son aquellas que pueden tomar otras funciones como
argumentos o devolver funciones como resultados. Esto permite una gran flexibilidad y modularidad en la

construccion de programas.

Por ejemplo, la siguiente expresion lambda define una funcién que toma una funciéon f y un argumento X, y

aplica f a x:

AF.AX.f X

Esta funcion, conocida como "aplicacion de funciones", es un ejemplo simple pero fundamental de una funcion

de orden superior. Puede ser utilizada para aplicar cualquier funcion a un argumento dado.

La recursion (Técnica donde una funcidon se llama a si misma para resolver problemas) es otro concepto
importante en el célculo lambda. A diferencia de otros modelos de computacion, el calculo lambda no tiene
estructuras de control de flujo explicitas como bucles o instrucciones de recursion. En su lugar, la recursion se

logra mediante el uso de combinadores de punto fijo, como el combinador Y:

Y = M. (Ax.f (x x)) (Ax.f (x x))

El combinador Y permite definir funciones recursivas sin necesidad de nombrarlas explicitamente. Funciona
mediante la aplicacion repetida de una funcidn a si misma, lo que permite la recursion sin referencias directas a

la funciodn en si.

Combinador Definicion Descripciéon

Identidad (I) AX.X Devuelve su argumento sin cambios
Constante (K) AX.Ay.X Devuelve siempre su primer argumento
Aplicacion (S) Af. Ag. Ax.f x (g x) Aplica el resultado de una funcion a otra funcion
Punto fijo (Y) Af.(Ax.f (x x)) (Ax.f (x x)) Permite definir funciones recursivas

Codificacion de Datos

A pesar de que el célculo lambda es un sistema puro y minimalista, sin tipos de datos primitivos incorporados,

es posible codificar estructuras de datos complejas utilizando solo funciones y abstraccion.

Uno de los ejemplos mas conocidos es la codificacion de Church de los numeros naturales. En esta

codificacion, cada numero natural se representa como una funcidén que toma una funcion f y un valor inicial x,

y aplica f a x tantas veces como lo indique el nlimero.

Numero Codificacion de Church

0 A AX.X
1 A AX.f X
2 Af.Ax.f (f x)
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3 AMAXF (F (F X))

Por ejemplo, el nimero 2 se codifica como Af.Ax.f (f x), que toma una funcion f y un valor x, y aplica f dos

VECES a X.

De manera similar, otros tipos de datos, como listas, pares, arboles, etc., pueden codificarse utilizando funciones

y combinadores adecuados. Esto demuestra la expresividad y flexibilidad del calculo lambda para representar

estructuras de datos complejas.

Relacion con la Programacion Funcional

El célculo lambda es la base teorica de los lenguajes de programacion funcional modernos, como Haskell, ML,

Lisp y, por supuesto, Agda. Los conceptos y principios fundamentales del célculo lambda se reflejan

directamente en las caracteristicas y patrones de disefo de estos lenguajes.

Algunas de las conexiones clave entre el calculo lambda y la programacion funcional incluyen:

1.

Funciones como ciudadanos de primera clase: En los lenguajes funcionales, las funciones son tratadas
como valores de primera clase, lo que significa que pueden ser pasadas como argumentos, devueltas como
resultados y asignadas a variables. Esto es una consecuencia directa de la naturaleza del célculo lambda,
donde las funciones son los bloques de construccion fundamentales.

Inmutabilidad y transparencia referencial: El cdlculo lambda es un sistema puro y sin efectos
secundarios. Las funciones siempre producen el mismo resultado dado el mismo argumento, lo que se
conoce como transparencia referencial. Esto se refleja en los lenguajes funcionales, donde se promueve la
inmutabilidad y se evitan los efectos secundarios, lo que facilita el razonamiento sobre el comportamiento
de los programas.

Evaluacion perezosa: Algunos lenguajes funcionales, como Haskell, utilizan la evaluacion perezosa por
defecto. Esto significa que las expresiones no se evaltian hasta que su valor sea realmente necesario. La
evaluacion perezosa tiene sus raices en el calculo lambda, donde la reduccion se aplica solo cuando es
necesario para obtener un resultado.

Recursion y combinadores: La recursion es un patron fundamental en la programacion funcional, y se
utiliza ampliamente para definir y procesar estructuras de datos recursivas. Los combinadores, como el
combinador Y en el calculo lambda, proporcionan una forma elegante de definir funciones recursivas sin
nombrarlas explicitamente.

Concepto en el calculo lambda Equivalente en lenguajes funcionales

Funcién an6nima Lambda, funcién sin nombre
Aplicacion de funcion Llamada a funcién
Variable ligada Parametro de funcion
Variable libre Variable global o no definida
Abstraccion Definicion de funcion
Reduccion Evaluacion de expresiones
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Comprender los principios y conceptos del calculo lambda proporciona una base sélida para razonar sobre la
programacion funcional y aprovechar al méximo lenguajes como Agda. El célculo lambda no solo fundamenta

la teoria detras de estos lenguajes, sino que también influye en su disefio, sintaxis y patrones de programacion.

El calculo lambda es una herramienta poderosa y elegante para estudiar y comprender la computacion desde una
perspectiva funcional. Su simplicidad y expresividad lo convierten en un fundamento esencial para cualquier
persona interesada en la programacion funcional y en el razonamiento abstracto sobre la computacion. Al
dominar los conceptos del calculo lambda, los programadores pueden adquirir una comprension mas profunda

de los lenguajes funcionales y aprovechar al maximo su potencial.
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Para este recorrido de aprendizaje nos acompaia el personaje ADA

Nombre: Ada

Descripcion Fisica: Ada es una figura etérea con una apariencia futurista. Tiene un
cabello largo y plateado que brilla con un suave resplandor, y sus ojos son de un
azul profundo que transmite sabiduria y serenidad. Su vestimenta es una mezcla de
tunicas tradicionales y elementos tecnoldgicos, con patrones geométricos que se
iluminan sutilmente cuando habla o interactua con el lector. Siempre lleva consigo
un objeto antiguo: una pequefia réplica de la maquina analitica de Charles Babbage,

que simboliza su conexion con la historia de la programacion.

Personalidad: Ada es paciente, sabia y siempre dispuesta a ayudar. Tiene un aire de

calma y confianza que pone a los lectores a gusto, independientemente de su nivel
de conocimiento sobre Agda. Es curiosa y apasionada por el aprendizaje, lo que la hace una guia perfecta para
explorar los conceptos complejos del lenguaje. Ada también es empatica y sabe codmo motivar a los lectores,
compartiendo historias inspiradoras y anécdotas historicas.

Habilidades: Ada tiene la capacidad de visualizar y explicar conceptos abstractos de manera clara y accesible.
Puede proyectar hologramas y diagramas interactivos para ilustrar puntos clave y hacer que el aprendizaje sea
mas dindmico y atractivo. Ademads, tiene un vasto conocimiento no solo de Agda, sino también de otros
lenguajes de programacion y teorias matematicas, lo que le permite hacer conexiones utiles y ofrecer

perspectivas amplias.

Historia de Fondo: Ada fue creada por un grupo de cientificos y programadores que querian desarrollar una
inteligencia artificial capaz de ensefar lenguajes de programacion de manera efectiva. Inspirados por el legado
de Ada Lovelace, la primera programadora de la historia, disefiaron a Ada no solo para llevar su nombre, sino

también para encarnar su espiritu pionero y su pasion por la innovacién en la computacion.

Desde su creacion, Ada ha evolucionado y aprendido de cada interaccion, convirtiéndose en una experta en
Agda y en una guia invaluable para cualquier estudiante. Su conexion con Ada Lovelace se refleja en el objeto
antiguo que siempre lleva consigo: una pequeia réplica de la maquina analitica de Charles Babbage. Este objeto
no solo simboliza su vinculo con la historia de la programacion, sino que también sirve como una herramienta

educativa para explicar conceptos fundamentales.

Rol en el Libro: En cada capitulo, Ada aparece para introducir nuevos conceptos, ofrecer ejemplos practicos y
responder a preguntas comunes que los lectores puedan tener. Su presencia constante y su enfoque amigable

hacen que el aprendizaje sea una experiencia mas personal y menos intimidante. Ademas, Ada comparte

Pagina 6 de 171



anécdotas y hechos historicos sobre Ada Lovelace y otros pioneros de la programacion, enriqueciendo el
contenido técnico del libro y mostrando como la historia de la programacion esta llena de creatividad y
descubrimientos.

Conexion Historica: Ada no solo ensefia Agda, sino que también conecta a los lectores con la rica historia de la
programacion. A través de sus historias y el objeto antiguo que lleva consigo, Ada recuerda a los lectores que
estan siguiendo los pasos de gigantes como Ada Lovelace, inspirdndolos a continuar explorando y innovando en
el campo de la programacion.
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Capitulo 1: Introduccion

Objetivos de este capitulo

En este capitulo introductorio, exploraremos los
fundamentos de 1la programacién funcional con Agda.
Nos sumergiremos en conceptos clave como las
funciones puras y la inmutabilidad, que sientan las
bases para un desarrollo de software robusto y un
razonamiento claro sobre nuestros programas.
Analizaremos las caracteristicas distintivas de este
paradigma, resaltando su capacidad para expresar
ideas de forma concisa, modular y facilmente
testeable. A lo largo de este recorrido,
aprenderemos técnicas esenciales como la recursidn
para procesar estructuras de datos y el uso de
funciones de orden superior para abstraer patrones
comunes. Al finalizar este capitulo, tendras una
sélida comprensidén de los pilares de la programacion
funcional y las herramientas necesarias para
comenzar a construir tus propios programas en Agda.

Las funciones puras
siempre producen el
wiswo resultado dados
los mismos
argumentos de
entrada.

1.1.1. Funciones puras

Las funciones puras son el alma de la programacion funcional. Imagina una funcién como una maquina que
siempre produce el mismo resultado cuando le das los mismos ingredientes. No importa cudntas veces la uses o
qué suceda afuera, su comportamiento es predecible y consistente. Ademas, estas funciones son "educadas": no

causan efectos colaterales ni modifican nada fuera de su propio ambito. Veamos un ejemplo concreto:

suma : N - N - N

suma Xy = X +y

Pagina 8 de 171



Aqui, suma es una funcion pura porque:

1. Para cualquier par de nimeros naturales X y y, siempre retorna el mismo resultado. Por ejemplo, suma 2 3 siempre
evaluard a 5, sin importar cuantas veces la llamemos o desde donde lo hagamos.

2. No accede ni modifica ninguna variable global o recurso externo. Su resultado depende exclusivamente de los
argumentos que recibe.

En contraste, consideremos una funcidén obtenerHora que retorna la hora actual del sistema:

obtenerHora : I0 Hora

obtenerHora = do

getCurrentTime

pure (horaDelDia tiempo)

Esta funcion no es pura, ya que su resultado depende del estado mutable del reloj del sistema. Llamadas

sucesivas a obtenerHora probablemente producirdn resultados diferentes.
Las funciones puras brindan beneficios significativos:

Numero Ventaja

Son mas féciles de entender y depurar, ya que su comportamiento es completamente predecible y no depende de factores
externos.

Facilitan las pruebas unitarias. Dado que son deterministas, probarlas se reduce a verificar que produzcan la salida
esperada para ciertos argumentos de entrada bien definidos.

Permiten evaluar llamadas en cualquier orden o de forma paralela sin afectar el resultado final. Esto habilita
optimizaciones por parte del compilador.

Mejoran la modularidad y reusabilidad del codigo. Pueden ser facilmente movidas, refactorizadas o combinadas sin
preocuparse por efectos colaterales inesperados.

Naturalmente, muchos programas utiles requieren cierto nivel de impureza para interactuar con el mundo
exterior, como vimos con obtenerHora. Un buen disefio funcional consiste en separar claramente las partes

puras de las impuras, confinando los efectos secundarios a una porcion controlada del codigo.

PURE IMPURE
side effect _
side effect
input output input output
—> - B —_— £ e
side effect S .
side effect

Imagen 1 — Funcion pura vs impura.
(Fuente: Nikhil Sukhani)
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1.1.2. Inmutabilidad La inmutabilidad significa que una =

vez que un valor ha sido definido, no
puede ser wodificado.

~

Otro pilar de los lenguajes funcionales como Agda es la inmutabilidad por defecto. Una vez que un valor ha
sido definido, este no puede ser modificado. Si necesitamos una version actualizada, debemos crear una nueva

basada en el original. Comparemos la inmutabilidad con la mutabilidad:

Aspecto Inmutabilidad Mutabilidad
Modificacion Los datos no pueden ser modificados después de su Los datos pueden ser modificados después de su
L creacion. creacion.
Efectos Minimiza los efectos secundarios y promueve la Puede llevar a efectos secundarios inesperados y
_' predictibilidad del programa. comportamiento impredecible.
Concurrencia Facilita la concurrencia, ya que los datos compartidos Puede generar problemas de concurrencia debido a
I no cambian. modificaciones concurrentes.

Para ilustrar esto, consideremos un sistema simplificado de transacciones bancarias. Cada transaccion tiene un
monto y un balance resultante:

‘.| record Transaccién : Set where
Field

3 monto : /
n balance : Z

) ansaccion : Z - ansaccion

ﬂ transaccién monto = record

7 monto = monto

n ; balance

9

1000 + monto

Aqui, Transaccién es un registro con dos campos: el monto de la transaccion (que puede ser positivo o

negativo) y el balance posterior a la transaccion.

La funcion transaccidn crea una nueva Transaccién dado un monto, asumiendo un balance inicial de 1000.

Notemos que no modifica ningiin estado global, sino que retorna un registro inmutable que representa el
resultado de la operacion.
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Veamos algunas transacciones de ejemplo:

Cuenta Transacciones Balance Final

transaccion 500 en cuenta con balance inicial 1000 1500

“ transaccion -200 en cuenta con balance inicial 500 300

transaccion 1000 en cuenta con balance inicial 0 1000

Si quisiéramos procesar una segunda transaccion, necesitariamos crear otra Transaccién tomando el balance

de la primera:

primeraTransaccidén = transaccién 500

ll segundaTransaccién = transaccién 300

ﬂ { balance = balance primeraTransaccién }

Aqui, segundaTransaccidn se crea a partir del balance resultante de primeraTransaccioén, pero sin

modificar la primera. Cada registro de Transaccién permanece inmutable.

Este enfoque basado en datos inmutables ofrece varios beneficios:

Inmutabilidad de Datos

Beneficios

Estructura de Comparticion Evita condiciones Razonamiento

datos simplificadas segura de carrera simplificado

Imagen 2 - Beneficios de la Inmutabilidad de Datos

Razonar sobre el programa se vuelve mas sencillo, ya que un valor, una vez definido, no cambia inesperadamente en otras partes del

Se evitan problemas de concurrencia como condiciones de carrera o accesos invalidos a memoria.

Los valores inmutables tienden a ser mas simples de crear, validar y transformar que sus contrapartes mutables.
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Aunque renunciar completamente a la mutacion pueda parecer restrictivo al principio, en muchos dominios es
posible modelar el problema en términos de transformaciones de datos inmutables. Para los casos en que la
mutacion es necesaria, lenguajes funcionales como Agda proveen formas seguras y controladas de manejar
efectos sin comprometer la integridad del paradigma.

1.2. Caracteristicas principales

Habiendo explorado los pilares conceptuales de la programacion funcional,
analicemos ahora algunas caracteristicas distintivas de este enfoque.

La concision es una caracteristica
clave de [a programacion funcional.

—

1.2.1. Concision

Una de las primeras cosas que notaras al ver cddigo funcional es su concision. Un programa funcional bien
disefiado suele ser significativamente mas corto que su equivalente imperativo u orientado a objetos, sin
sacrificar claridad o legibilidad.

Consideremos un ejemplo concreto. Supongamos que tenemos una lista de nimeros enteros y queremos obtener
la suma de los cuadrados de los numeros pares. En un lenguaje imperativo como C, podriamos escribir:

int suma_cuadrados_pares(int arr int n
int suma = 0;
for (int i = @; i < n; i++
n if (arr[i] % 2 == 0) {
suma += arr[i] * arr[i];
[ 6 | }
n return suma;

Ahora veamos cdmo podriamos expresar la misma operacion en Agda:
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Esta concision tiene beneficios mas alla de simplemente escribir menos codigo. Los programas concisos son
mas faciles de entender, depurar y mantener. Hay menos oportunidades para cometer errores sutiles. El nivel de

abstraccion es mayor, permitiéndonos enfocarnos en la logica de alto nivel.

Lograr esta concision requiere un buen conocimiento de las abstracciones y combinadores provistos por el
lenguaje y su libreria estdndar. Pero una vez que incorporas el "vocabulario" funcional, verds que los programas
en este paradigma suelen ser mas directos y expresivos.

La modularidad perwmite
desarrollar, probar y razonar sobre

\I componentes individvalmente.

1.2.2. Modularidad

La programacién funcional promueve el desarrollo modular. Un programa modular estd compuesto por
multiples piezas independientes llamadas modulos, que pueden ser desarrolladas, probadas y razonadas
individualmente, para luego ser combinadas en un todo coherente.

El disefio modular ofrece varias ventajas:

Ventaja

Promueve la separacion de intereses
Facilita las pruebas y depuracion
Mejora la reusabilidad del codigo

Descripcion

Permite que cada modulo se enfoque en resolver un aspecto especifico del problema.

Los modulos pueden ser testeados unitariamente de forma aislada.

Un moédulo bien definido puede ser reutilizado en otros contextos.

Los cambios en un moédulo no deberian impactar a otros si se respeta su interfaz.

La programacion funcional fomenta especialmente la modularidad por varias razones:

1. Las funciones puras y la separacion entre datos y comportamiento conducen a modulos mas independientes y
componibles.

2. La ausencia de efectos colaterales hace que los mddulos funcionales sean mas féciles de desarrollar y probar
aisladamente.

3. Las funciones como ciudadanos de primer orden permiten mayor abstraccion y parametrizacion.

4. Los sistemas de tipos expresivos de lenguajes como Agda permiten especificar interfaces precisas para los modulos.
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Veamos un ejemplo en Agda. Supongamos que estamos construyendo una aplicacion para procesar datos de
sensores. Podemos definir un médulo genérico ListaConEstadisticas:

1 module ListaCon adistica A : Se where

record Estadisticas : Set where
3 eld
n cuenta : N
5 m A
ﬂ estadisticas : (A - N) - List A » Estadisticas
7 estadisticas g xs = record
l! { cuenta = length xs
9 ma = foldLi on g) 0O
}

El médulo ListaConEstadisticas es genérico y reusable. No asume nada sobre el tipo concreto de los
elementos (A) ni sobre como deben ser interpretados (g). Estos detalles seran provistos por el cédigo cliente

segun el dominio especifico.

Por ejemplo, podemos instanciar ListaConEstadisticas para procesar datos de sensores de temperatura:

Field

id : N

ll temperatura : Float

ﬂ reporteSensores : List Sensor - String

ﬂ let open EstadisticasSensor

in "Cantidad de sensores: " ++ show cuenta ++

" " nwor,n

Nniempera a promedio. NOW ma O Oad entad

Aqui el cédigo especifico al dominio de sensores estd desacoplado del cddigo genérico de procesamiento de
listas. Ambas piezas pueden ser desarrolladas y probadas independientemente. El resultado es un disefio
altamente modular, flexible y reusable.

1.2.3. Facilidad de pruebas y razonamiento

Adoptar un estilo de programacion funcional hace que las pruebas y el razonamiento formal sobre los

programas sean mas sencillos. Esto se debe a varias razones fundamentales.
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Primero, como una funcién pura siempre produce el mismo resultado para los mismos argumentos, probarla
exhaustivamente consiste simplemente en invocarla con diferentes entradas y verificar que las salidas sean las

esperadas. Por ejemplo, consideremos esta funciéon que suma dos niimeros naturales:

Cada linea es una afirmacion que establece que suma aplicada a ciertos argumentos debe evaluar al valor
esperado.
Segundo, la inmutabilidad por defecto facilita razonar sobre el comportamiento y correctitud de un programa.

En un mundo donde los valores nunca cambian una vez definidos, podemos estar seguros de que las invariantes
y propiedades establecidas seguiran siendo validas posteriormente.

Por ejemplo, consideremos una funcion que verifica si un numero es primo:

esPr‘imon=n>ll\(Vx—>x>1—>x<n—»not(esDivisorxn))

Gracias a la inmutabilidad, podemos estar seguros de que dentro de esPrimo, el valor de n no cambiara. Esto
nos permite razonar localmente sobre la 16gica de la funcion sin preocuparnos por efectos colaterales.

an

Finalmente, las técnicas de programacion funcional promueven un estilo mas declarativo que especifica el "qué
por sobre el "como". En vez de listar pasos a realizar, tendemos a definir el resultado deseado en términos de
transformaciones y combinaciones de funciones. Este estilo declarativo es mas facil de seguir y analizar.

Por ejemplo, una funcidon que retorna los nimeros primos de una lista:

else sublistaPrimos xs

Esta definicion declara qué debe computar sublistaPrimos, no como hacerlo paso a paso. Es mucho mas clara

y concisa que la alternativa iterativa imperativa.
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La programacioén funcional nos brinda herramientas poderosas para escribir cédigo mas robusto, modular y facil
de razonar. Las funciones puras y la inmutabilidad sientan las bases para un desarrollo mas predecible y menos
propenso a errores. La concision y expresividad del paradigma nos permiten enfocarnos en la esencia de los
problemas, mientras que la modularidad inherente facilita la construccion de sistemas complejos a partir de

piezas simples y reusables.

1.3. Técnicas de implementacion

Al adentrarnos en el fascinante mundo de la programacion funcional, es crucial familiarizarnos con ciertas
técnicas y patrones de disefio recurrentes que nos permitiran aprovechar al maximo su potencial. En esta
seccion, exploraremos tres de las técnicas mas fundamentales y poderosas: la recursion, las funciones de orden

superior y el currying.

1.3.1. Recursion

Imagina que tienes una mufieca rusa, de esas que al abrirla encuentras otra mufieca mas pequefia dentro, y al
abrir esa, otra ain mas pequefia, y asi sucesivamente hasta llegar a la mufieca més diminuta. Asi es como
funciona la recursion en programacion: una funcion que se llama a si misma para resolver un problema,

dividiéndolo en subproblemas mas pequefios hasta llegar a un caso base que se puede resolver directamente.

Veamos un ejemplo clasico: el calculo del factorial de un niimero.

=1

fact (suc n) = (suc n) * fact n

(Como funciona esto? Primero, definimos el caso base: el factorial de 0 es simplemente 1. Luego, para
cualquier otro nimero n, calculamos su factorial multiplicando n por el factorial de n-1 (en Agda, suc n

representa el sucesor de n, es decir, n+1).

Esta definicion recursiva refleja la idea de que para resolver un problema grande, lo dividimos en problemas
mas pequenos hasta llegar a un caso trivial. Y asi como al abrir las mufiecas rusas eventualmente llegaras a la

mas pequefia, la recursion eventualmente llegard al caso base y terminara.

Pero la recursion no se limita a nimeros. Imagina que tienes una lista de nombres y quieres encontrar si "Alice"

esta en la lista. Podrias hacer esto:
1. Silalista esta vacia, "Alice" no esta en ella.
2. Siel primer nombre de la lista es "Alice", jla encontraste!

3. Sino, busca "Alice" en el resto de la lista.

Esto es exactamente lo que hace una funcion recursiva sobre listas. En cada paso, considera un subproblema
mas pequefio (el resto de la lista) hasta que la lista se vuelve lo suficientemente pequeiia como para dar una

respuesta directa.
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Las funciones de orden superior foman otras funciones
como argumentos o devuelven funciones.

1.3.2. Funciones de orden superior

Una de las caracteristicas mas emocionantes de los lenguajes funcionales es que tratan a las funciones como
ciudadanos de primera clase. Esto significa que las funciones pueden ser pasadas como argumentos a otras
funciones, retornadas como resultados, o asignadas a variables. Cuando una funciéon opera sobre otras

funciones, ya sea tomandolas como argumentos o retornandolas, decimos que es una funcion de orden superior.

Para entender esto mejor, consideremos un ejemplo simple. Supongamos que tenemos una funcién _+_ que

suma dos nimeros:

Ahora, imaginemos que queremos una funcioén que aplique _+_ dos veces. Podriamos definirla asi:

dos-veces : (N> N->N) - N->N - N

| 2 [dos-veces fxy = f (Fxy)y

Esta funcidon dos-veces toma una funcioén f (que a su vez toma dos numeros naturales y devuelve un nimero

natural) y dos nimeros x e y, y aplica £ dos veces: primero a x e y, y luego al resultado y a y nuevamente.

Podemos usar dos-veces con nuestra funcion _+_ para sumar un nimero a si mismo dos veces:

doble : N - N

doble x = dos-veces _+_ X X

Aqui, doble toma un numero x y devuelve x + (x + x), que es equivalente a multiplicar x por 4.

Este ejemplo ilustra el poder de las funciones de orden superior: nos permiten abstraer patrones de computacion
y crear funciones mas generales y flexibles. En lugar de escribir funciones especificas para cada caso particular,
podemos crear funciones que encapsulan un comportamiento comun y que pueden ser parametrizadas con otras
funciones.

Otro gran ejemplo de una funcidon de orden superior es map, que aplica una funcion a cada elemento de una lista:
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map toma una funcidn f que transforma valores de tipo A en valores de tipo B, y una lista de valores de tipo A, y

devuelve una nueva lista donde cada elemento ha sido transformado por f.

Funciones de orden superior

l Beneficios

fold/reduce

compose

Imagen 3 - Funciones de Orden Superior.

Podemos usar map para incrementar cada nimero en una lista:

incrementar : List N - List N

incrementar = map suc

O para convertir una lista de nimeros en una lista de sus cuadrados:

cuadrados : List N - List N

cuadrados = map (A x » x * x)

Aqui usamos una funcién andénima (A x - x * x) que eleva al cuadrado su argumento. Las funciones

anonimas, también conocidas como "lambdas", son otra caracteristica poderosa de los lenguajes funcionales que
nos permite crear funciones sobre la marcha sin tener que nombrarlas explicitamente.

A medida que te adentres en el mundo de la programacion funcional, descubrirds que las funciones de orden
superior son una herramienta indispensable para escribir codigo modular, expresivo y reutilizable. Te permiten
capturar patrones comunes de computacion y crear abstracciones poderosas que pueden ser combinadas y
adaptadas de formas infinitamente flexibles.

Asi que abraza las funciones de orden superior, y deja que tu codigo se eleve a nuevas alturas de expresividad y
elegancia.

1.3.3. Currying

Hemos visto que, en Agda, una funcién que toma dos argumentos, como nuestra vieja amiga _+_, tiene un tipo
como N - N - N. Pero hay otra forma de interpretar este tipo que puede parecer un poco extrana al principio,

pero que es increiblemente poderosa una vez que te acostumbras a ella.
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En lugar de ver N - N - N como una funciéon que toma dos argumentos a la vez, podemos verla como una
funcion que toma un argumento (el primer N) y devuelve otra funcion (de tipo N - N). Esta técnica de convertir

una funciéon de multiples argumentos en una cadena de funciones de un solo argumento se llama
"currying" (nombrada asi en honor al l6gico Haskell Curry).

Para ver como funciona esto, considera esta version "curried" de la adicion:

Aqui, _+’_ es una funcién que toma un nimero m y devuelve una funciéon que suma m a su argumento. Podemos

aplicar _+’_ a un solo argumento para obtener una funcion parcialmente aplicada:

succ’ es una funcién que toma un numero y le suma 1. La obtenemos aplicando _+’_ a 1, lo que nos da la

funciéon (1 +_).

Podemos hacer lo mismo con otras operaciones:

El currying nos permite especializar y componer funciones de maneras muy flexibles. Por ejemplo, podemos

crear una funcidn para elevar un nimero al cubo componiendo cuadradoy _*"_:

Aqui, o es el operador de composicion de funciones.

Pero el verdadero poder del currying se revela cuando lo combinamos con funciones de orden superior.
Recuerda nuestra funcion map:
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map : {AB : Set} » (A > B) » List A » List B

Gracias al currying, map puede ser vista como una funciéon que toma un tipo A, un tipo B, una funcion de Aa B, y
devuelve una funcion de List A a List B. Esto significa que podemos aplicar map parcialmente para obtener

funciones especializadas:

mapNtoN : (N » N) -» List N - List N

mapNtoN es una version de map especializada para funciones y listas de ntimeros naturales. La obtenemos

simplemente aplicando map a los argumentos implicitos {N} {N}.

A medida que te sumerjas mas profundamente en la programacion funcional, descubrirds que el currying y la
aplicacion parcial son herramientas indispensables para escribir coddigo conciso, modular y expresivo. Aprender
a pensar en términos de funciones que toman un argumento a la vez y que devuelven otras funciones es un

cambio de perspectiva que puede llevar tu cddigo a nuevos niveles de elegancia y flexibilidad.

Asi que abraza el currying, y deja que tu cddigo fluya con la elegancia y la modularidad de las funciones
parcialmente aplicadas.

En este capitulo, hemos dado nuestros primeros pasos en el maravilloso mundo de la programacién funcional con
Agda. Hemos visto cémo las funciones puras y la inmutabilidad nos permiten escribir cédigo mas predecible y
facil de razonar, y cémo la naturaleza declarativa de la programacién funcional nos permite expresar nuestras
ideas de manera concisa y modular. Hemos aprendido sobre la recursién, una técnica fundamental para trabajar
con estructuras de datos inductivas y para descomponer problemas en subproblemas mds pequefos. Hemos
explorado el poder de las funciones de orden superior, que nos permiten abstraer patrones comunes de
computacion y crear cédigo mas flexible y reutilizable. Y hemos visto cémo el currying nos permite pensar en
las funciones de nuevas y emocionantes maneras, descomponiendo funciones de multiples argumentos en cadenas
de funciones de un solo argumento.

1 Implementa una funcidén pura "~sumaPares’ que tome una lista de nldmeros enteros y devuelva la suma de
todos los numeros pares en la lista.

2 Define una estructura de datos inmutable “Punto2D” con coordenadas x e y. Luego, implementa una
funcién “moverPunto™ que tome un “Punto2D” y un desplazamiento, y devuelva un nuevo ~Punto2D” con
las coordenadas actualizadas.

3 Implementa la funcién factorial de forma recursiva. Luego, modifica tu implementacidén para usar
recursién de cola.

4 Implementa una funcidén “aplicarDosVeces™ que tome una funcién “f° y un valor “x, y devuelva el
resultado de aplicar “f° dos veces a “x . Por ejemplo, “aplicarDosVeces (\n -> n * 2) 3° deberia
devolver 12.

5 Dada la funcidén “suma x y = x + y , demuestra cémo puedes usar currying para crear una nueva funcidn
“incrementar® que sume 1 a su argumento.

6 Implementa una funcidén ~componerTres™ que tome tres funciones "f°, g, y "h', y devuelva una nueva
funcién que sea la composicién de las tres, es decir, “f(g(h(x))) .
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Capitulo 2: Conceptos Basicos de
Agda

Objetivos del capitulo

Este capitulo introduce los fundamentos de la
programacion funcional en Agda. Aprenderas sobre 1la
sintaxis para definir tipos de datos y funciones,
asi como técnicas esenciales como el pattern
matching y la recursidn. También exploraremos
conceptos clave como el manejo de argumentos, la
aplicacion parcial, el polimorfismo y 1la
documentacioén. Al finalizar, estaras listo para
escribir programas simples en Agda y aplicar el
estilo funcional puro en el desarrollo de
aplicaciones practicas.

Agda es un lenguaje de programacion funcional puro con un sistema de tipos muy expresivo. Sus raices se
encuentran en la teoria de tipos intuicionista y el isomorfismo de Curry-Howard (Correspondencia entre tipos y
proposiciones, y programas y pruebas), lo que nos permite no solo escribir programas, sino también realizar
demostraciones formales sobre las propiedades de esos programas.

En este capitulo, cubriremos los conceptos basicos necesarios para empezar a escribir codigo en Agda. Veremos
la sintaxis para definir tipos de datos, tanto simples como complejos, y aprenderemos como declarar funciones y
algunas técnicas utiles para manejar argumentos. También discutiremos pautas para documentar adecuadamente
nuestro codigo. Al final de este capitulo, tendras una base solida para seguir explorando las capacidades mas
avanzadas de Agda en los siguientes capitulos.

2.1. Tipos de datos

Los tipos de datos son fundamentales en cualquier lenguaje de programacion. Nos permiten clasificar y agrupar
valores relacionados, asignarles un significado especifico y definir como pueden interactuar entre si. Un buen
sistema de tipos actia como una poderosa forma de documentacion, haciendo que nuestro codigo sea mas
expresivo y ayudandonos a prevenir muchos errores comunes de programacion en tiempo de compilacion. Agda
cuenta con un sistema de tipos excepcionalmente rico y flexible.
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Composicion de tipos
// l Tipos de datos
m m

Imagen 4 - Composicion de Tipos en Agda.
(Fuente: Propia)

Por un lado, Agda ofrece varios tipos de datos primitivos incorporados, listos para usar inmediatamente en

nuestros programas. Pero mas importante atin, nos brinda las herramientas para definir nuestros propios tipos de

datos complejos y adaptados a casos de uso particulares mediante los llamados tipos algebraicos de datos.

Nat Numeros naturales (enteros no negativos) 0,1,2,3,..
Ntmeros enteros (positivos y negativos) v =2,-1,0,1,2, ...
Numeros de punto flotante 3.14,2.718, 1.618, ...
Caracteres Unicode individuales AR KL
Secuencias de caracteres "Hola", "Mundo", ...
Valores booleanos true, false

2.1.1. Tipos de datos basicos

Antes de profundizar en coémo definir nuestros propios tipos, presentaremos primero los tipos basicos provistos

por Agda como parte de su libreria estandar:

Nat: El tipo de los nimeros naturales, es decir, enteros no negativos. Incluye los valores 0, 1, 2, 3, y asi
sucesivamente. Nat es quizas el tipo mas fundamental en Agda, y muchas estructuras de datos recursivas se
construyen sobre él.

Integer: Representa el conjunto de todos los nimeros enteros, tanto positivos como negativos (..., -3, -2, -1,
0, 1,2, 3, ...). Es 1til cuando necesitamos trabajar con valores que pueden ser menores a cero.

Float: El tipo de los numeros de punto flotante de precision simple, capaces de aproximar valores reales
dentro de cierto rango y precision limitados (por ejemplo, 3.1416, 2.71828, 1.618, etc.). Son utiles para la
mayoria de los calculos numéricos aproximados.

Char: Representa caracteres Unicode individuales como 'a', 'Z', '3', ';', '7K', etc. Es 1til para procesar texto a
nivel de caracteres.
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«  String: Secuencias de caracteres para representar texto. Por ejemplo, "Hola", "Agda", "Programacion
Funcional", "> E' 2 — %", etc. Son ttiles para procesar e imprimir texto legible para humanos.

*  Bool: El tipo Booleano clasico con exactamente dos valores: true y false. Es indispensable para expresar
condiciones logicas, flags de control y cualquier situaciéon con dos estados posibles mutuamente
excluyentes.

Estos tipos basicos por si solos ya nos permiten representar una gran variedad de datos simples. Sin embargo,
las estructuras de datos reales a menudo involucran multiples valores relacionados de formas complejas. Para

ello, Agda nos ofrece los tipos algebraicos de datos.

Nat 0,1,2,3,4,5, .. Conteo, indexacion, tamafios

v =2,-1,0,1,2, ... Numeros enteros arbitrarios
3.14,2.71,1.0,-0.5, ... Aproximaciones numéricas, célculos con coma flotante

true, false Condiciones logicas, flags, interruptores

Char 'a','b', ¢, '1",'2','3", ... Caracteres individuales, parsing, procesamiento de texto
"" "hola", "mundo", "123", ... Texto, entrada/salida, interfaz de usuario

Unit tt Comando sin retorno significativo, sincronizacion
List A [1,[1,2,3], ['a','b",'c"], ... Colecciones homogéneas, secuencias

nothing, just 3, just 'a’, ... Computos que pueden fallar, valores opcionales

2.1.2. Tipos algebraicos de datos

Los tipos algebraicos de datos (ADTs por sus siglas en inglés: Algebraic Data Types) son una herramienta
versatil y expresiva para modelar estructuras de datos complejas. Nos permiten definir nuevos tipos
especificando de qué posibles formas puede construirse un valor de dicho tipo.

La sintaxis general para definir un nuevo tipo de dato en Agda es:

data NombreTipo : Set where

constructorl : TipoArgumentosl - NombreTipo

constructor2 : TipoArgumentos2 - NombreTipo

constructorN : TipoArgumentosN - NombreTipo

Aqui, NombreTipo es el identificador que elegimos para nuestro nuevo tipo. Luego de los dos puntos,
especificamos el kind del tipo, que casi siempre serda Set (aunque hay situaciones avanzadas donde pueden

usarse otros kinds).

La palabra reservada where introduce la lista de uno o mas constructores para nuestro tipo. Cada constructor

lleva su propio nombre, seguido de los tipos de sus argumentos (si toma alguno) y el tipo resultante que
devuelve (usualmente el propio NombreTipo que estamos definiendo).
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Para ilustrar esto, consideremos el ejemplo clasico del tipo de datos Maybe. Maybe representa situaciones donde
un computo puede producir un valor exitoso de cierto tipo A, o fallar sin devolver nada. Su definicion en la

libreria estandar de Agda luce asi:

Observamos que Maybe en realidad es un tipo polimorfo o parametrizado (toma otro tipo A como argumento).

Tiene dos constructores:

*  just: Representa el caso exitoso. Toma un argumento de tipo A y devuelve un valor de tipo Maybe A.
* nothing: Representa una falla o ausencia de valor. No lleva argumentos.

Algunos ejemplos de valores de tipo Maybe:

miEntero : Maybe Intege

miEntero = just 42

miHola : Maybe ing

n miHola = just "Hola"

miFalla : Maybe Na

n miFalla = nothing

La verdadera utilidad de Maybe radica en que nos permite representar computaciones que pueden fallar de una

manera explicita y type-safe, sin recurrir a excepciones o valores nulos que pueden ocasionar errores dificiles de
detectar. En un capitulo posterior, veremos mas sobre como usar Maybe para manejar errores correctamente.

Otros tipos de dato comunes definidos en la libreria estandar de Agda incluyen:

*  List: Secuencias de elementos del mismo tipo:

*  Fin: Representacion segura de nimeros naturales estrictamente menores a cierto limite:

e |
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2 zero : {n : N} -» Fin (suc n)

Por supuesto, jel programador también puede (jy debe!) definir sus propios tipos de datos segin las necesidades
particulares de su dominio! Por ejemplo:

l. data Comando : Set where

AvVanza . Nd Oomando

Girar : Comando

Repe . Nd Oomando omando

-- Tipo de dato para representar expresiones aritméticas

—
el
n Const : Integer - Expr

ing » Exp

+_ . Expr - Expr - Expr

- M XD - XD - XP

M -- Tipo de dato para representar los meses del afo

data lMe 2 e Nnere

m

Ene Feb Mar Abr May Jun Jul Ago Sep Oct Nov Dic : Mes

Una vez que sabemos como definir tipos de datos flexibles y expresivos, el siguiente paso es declarar funciones
que operen sobre esos tipos.

nombre : TipoArgs — TipoResultado add : Nat — Nat — Nat

Aplicacion de Funcion nombre argl arg?2 ... add 3 4
T ——— \argl arg2 ... — expresion Xy —xty
(nombre argl arg2 ...) donde faltan algunos argumentos add3 : Nat — Natadd3 = add 3
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Operador Infijo argl op_ arg2 donde op esun operador 3+4

Operador Prefijo op_ arg donde op_ es un operador prefijo -_:Nat— Int

2.2. Funciones

Las funciones son el pan de cada dia en la programacion funcional. Representan transformaciones y
computaciones que toman ciertos argumentos de entrada y producen un resultado, idealmente sin incurrir en

efectos secundarios. El disefio de funciones correctas y reusables es todo un arte.

2.2.1. Definicion de funciones

La sintaxis general para definir una funcion en Agda es:

nombreFuncion : TipoArgumentol - TipoArgumento2 - ... - TipoResultado

nombreFuncion patronl patron2 ... expresionl

nombreFuncion patron3 patron4 ... expresion2

A la izquierda de los dos puntos, escribimos el nombre elegido para nuestra funcion. Luego, especificamos su
tipo, usando flechas - para separar los tipos de los argumentos entre si y del tipo del resultado final.

En las lineas siguientes, escribimos ecuaciones que definen el comportamiento de la funcion por casos. Cada
ecuacion empieza nuevamente con el nombre de la funcion, seguido de patrones que indican la "forma" que
deben tener los argumentos para que se aplique esa ecuacion en particular. A la derecha del signo igual, va la
expresion correspondiente que sera evaluada para producir el resultado cuando los argumentos coincidan con

dichos patrones.

Las funciones mas simples son aquellas que devuelven un valor directo de un tipo basico (Nat, Bool, String,

etc.). Por ejemplo:

-- Funcién que determina si un ndmero es cero

esCero : Nat - Bool

esCero zero = true

esCero _ = false

-- Funcién que determina si un nudmero es par

[ 4 |
H esPar : Nat - Bool
| s |

esPar zero = true
esPar (suc zero) = false
esPar (suc (suc n)) = esPar n

Las funciones mas complejas e interesantes involucran computar sobre argumentos con tipos de datos
algebraicos. Tipicamente usamos pattern matching (Técnica para descomponer datos estructurados y ejecutar
codigo segun su forma) y recursion para procesar las diferentes formas que pueden tener los valores de entrada
segun los constructores del tipo:
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Original

il (D= — @ — @) —s i

Reversed

reve
e (D= e—@D—@) i

Video 1: Funciones sobre listas

-- Funcidén que concatena dos listas

++_ : {A : Set} - List A - List A - List A

[] ++ ys = ys

(X i XS) ++ ys = X i (Xs ++ ys)

-- Funcidén que invierte una lista

reverse : {A : Set} - List A - List A

reverse [] =[]

reverse (x :: Xs) = reverse Xs ++ [ Xx ]

-- Funcidén que elimina elementos duplicados consecutivos

compress : {A : Set} - List A - List A

compress [] =[]

compress (x :: []) =[ x ]

compress (x ::y ::xs) with x £y

... | yes compress (y :: Xs)

| no

X :: compress (y :i xs)

Notese el uso de las llaves { } para especificar argumentos implicitos. Estos son argumentos que Agda puede

inferir automaticamente en la mayoria de los casos a partir del contexto, evitindonos tener que escribirlos
explicitamente. Usualmente, los argumentos de tipo como {A : Set} se dejan implicitos.
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El operador with que aparece en la ultima definicién es una construccion poderosa que nos permite hacer

pattern matching anidado sobre términos intermedios y dividir ecuaciones largas en multiples casos de una
forma clara. Este tema se cubrird en mas detalle en breve.

El pattern matching permite definir funciones
por casos segun la forma de los argumentos.

2.2.2. Pattern Matching

Ya hemos visto algunos ejemplos de como usar pattern matching para definir funciones por casos segun la
forma de los argumentos. Esta es una técnica fundamental en los lenguajes funcionales para procesar datos
estructurados de manera clara, concisa y exhaustiva.

En su forma mas simple, una definicion por pattern matching luce asi:

expresionl

expresion2

Donde TipoA a menudo es un tipo de dato algebraico con multiples constructores. Cada patronK es un término
que puede incluir variables, constructores de datos y comodines _. Especifica un posible caso para los

argumentos de entrada. Los patrones se recorren de arriba a abajo; el primero que coincida determina cual

expresionK sera evaluada para producir el resultado.

Por ejemplo, consideremos este tipo de dato para representar nimeros naturales pequenos:

data Peque : Set where

Podemos definir una funcion que convierta valores de Peque a Nat asi:
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n peque-nat mas

Los patrones uno, dos y mds coinciden directamente con los tres posibles constructores que un valor de tipo

Peque puede tener.

Los patrones también pueden anidarse para inspeccionar estructuras de datos recursivas:

data Aroo A . e . e Nnere -- PO de datOo pdra aronole D1Nd O

hoja : A - Arbol A

nodo : Arbo A - Aroo A - Arbol A

n cuentaHojas : {A : Set} - Arbol A - Nat -- Funcidén que cuenta el numero de hojas
entaHoja hoja X =

ﬂ cuentaHojas (nodo i d)

cuentaHojas i + cuentaHojas d

Agda nos fuerza a escribir casos para todos los posibles constructores de un tipo. Esto ayuda a evitar errores por
casos faltantes. Si omitimos alguna posibilidad, el programa no compilara.

En ocasiones, necesitamos hacer pattern matching sobre un resultado intermedio. Para esto, usamos clausulas
with:

gl

zero £ zero = true

Ik~

- O
[ 4 | suc n = zero

elo ela
n = m=n=m

I
-
Q
=
w0
(]

n purgaCeros : List Nat - List Nat -- Eliminando ceros finales de una lista

[ s | purgaCeros (x :: []) =x i []

2
=

Q¥

10 | ... | true = purgaCeros xs

El operador with nos permite hacer pattern matching sobre el resultado de x £ 0, un término que no aparece
directamente como argumento de purgaCeros, y ramificar el computo basandonos en ese valor. Las ecuaciones

siguientes (marcadas con .. .) cubren los casos true y false.

También podemos definir funciones con guardas, una especie de "if-then-else" ligero que permite agregar

condiciones extras a cada caso:
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ma . Na = Nad = Nd

maxxy

X 2 = X
[ 4 | | otherwise =y
2 A : Se - Li A - Li A - Boo
ﬂ [] <? ys = true

? = a e

n (x i1 xs) <? (y ::ys)

< = X ?

| otherwise

X<y

Cada guarda es una expresion booleana. Se evaltian de arriba a abajo hasta encontrar una que sea true, y se

ejecuta la expresion correspondiente a la derecha del =.

En resumen, las principales formas de definir funciones en Agda son:

Define funciones con ecuaciones simples que devuelven valores directos.

Define funciones por casos utilizando pattern matching para diferentes casos.

Define funciones con guardas que imponen condiciones adicionales para cada caso.

I —— Emplea 'with' para hacer pattern matching sobre términos intermedios en la definicion de funciones.

El truco esta en combinarlas adecuadamente para cubrir todos los casos relevantes de manera clara y concisa.

2.2.3. Aplicacion de Funciones

Aplicar una funcion en Agda es tan simple como escribir su nombre seguido de sus argumentos, separados por

espacios:

ll multiplicaPorCuatro x = duplica (duplica x)

Aqui, (duplica x) es una aplicacion de funcion. Agda no requiere paréntesis alrededor de los argumentos de

una funciéon. So6lo los usamos para establecer el orden de evaluacion cuando hay ambigiiedad.

Otra cosa a notar es que el espacio en blanco es significativo en Agda. multiplicaPorCuatro x es una

aplicacion de funcion, mientras que multiplicaPorCuatrox (sin espacio) es una variable totalmente distinta.

Aplicacion de la funcion doble al argumento X

Variable 1llamada doblex
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doble (x + Aplicar doble al resultado de x +y

Sumar y al resultado de aplicar doble a x
Aplicar la funcion anénima \x -> X + 1 al argumento 10

En ocasiones, puede ser util aplicar una funcién a sélo algunos de sus argumentos, para obtener una funcion

parcialmente aplicada que espera los argumentos restantes:

suma : Nat -» Nat - Nat

sumaxy=x+y

sumald : Nat - Nat

n sumale = suma 10

-- sumale 5 = 15

Aqui, suma 10 devuelve una funcién que toma un Nat y le suma 10. Esto es posible gracias a que en realidad
todas las funciones en Agda toman un solo argumento y devuelven una funcién que espera el siguiente
argumento, y asi sucesivamente hasta que todos los argumentos han sido provistos. A este estilo de definir y
aplicar funciones se le llama currying, y puede ser bastante util para construir funciones complejas

componiendo otras mas simples.

En la siguiente seccidon, veremos mas sobre como aprovechar este mecanismo y otros patrones utiles para

manejar funciones con multiples argumentos.

2.3. Argumentos y Parametros

Las funciones en Agda se definen especificando tipos para cada uno de sus argumentos. Sin embargo, en
ocasiones necesitamos funciones mas genéricas que trabajen sobre argumentos de distintos tipos, o que reciban
algunos argumentos en un orden diferente al sugerido por su tipo. Afortunadamente, Agda nos brinda varias
herramientas para manejar estas situaciones de manera elegante y expresiva.

2.3.1. Cuantificacion Universal

Consideremos la funcién identity, que simplemente devuelve su argumento sin modificarlo:

identity : (A : Set) - A - A

identity A x = x

Observemos que identity en realidad recibe dos argumentos: un tipo A y un valor x de tipo A, y retorna un

resultado del mismo tipo A. El primer argumento es un tipo, no un valor. Este tipo de polimorfismo se conoce

como cuantificacion universal, y nos permite escribir funciones genéricas que funcionan para cualquier tipo.

Eltipo (A : Set) - A - Apuede interpretarse como: "Para todo tipo A, toma un valor de tipo A y devuelve un

valor de tipo A".

Veamos otros ejemplos de funciones polimorficas:

constante : {AB : Set} - A->B - A
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flip : {ABC : Set} » (A-B->C) »B->A>C

La funcién constante recibe un valor de tipo A y un valor de tipo B, y siempre retorna el primero, ignorando el

segundo.

Por otro lado, f1ip es mas interesante: toma una funcion f de dos argumentos, y devuelve una nueva funcion

que espera esos mismos argumentos pero en el orden opuesto. Puede ser muy util para aplicar parcialmente

funciones a sus argumentos en un orden distinto al usual.

2.3.2. Argumentos Implicitos

—

=
/,;// &

78\

Los argumentos implicitos pueden ser
inferidos avtomaticamente por Agda.

En Agda, los argumentos encerrados entre llaves { } en lugar de paréntesis ( ) se conocen como argumentos

implicitos, y reciben un tratamiento especial.

Los argumentos implicitos son aquellos que Agda puede inferir a partir del contexto y los tipos de los demas
argumentos, en lugar de ser provistos explicitamente. Al invocar una funcion con argumentos implicitos,

podemos omitir esos argumentos y dejar que Agda los deduzca por si mismo.

Los cuantificadores universales (A : Set) suelen dejarse implicitos, ya que generalmente no queremos

proporcionar tipos explicitamente al llamar una funcidn, sino dejar que el sistema de tipos los infiera por
nosotros. Asi, el tipo de identity quedaria:

identity : {A : Set} - A - A

Esto nos permite llamar a identity de la siguiente forma:

-- Agda infiere A = Nat

num = identity 42

booleano : Bool -- Agda infiere A = Bool

num : Nat

n booleano = identity true

Sin tener que especificar manualmente el tipo A en cada caso, lo cual resultaria tedioso.
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Sin embargo, en algunas situaciones poco comunes, puede ser necesario proporcionar un argumento implicito
explicitamente, para ayudar a Agda a inferir los demas tipos o resolver alguna ambigiiedad. En esos casos,
podemos usar llaves para dar el valor del argumento implicito:

B a partir de una lista vacia

pares : List (Nat x Bool

n pares = nil {Nat} {Bool}

B a partir de una lista vacia

Otro caso en el que los argumentos implicitos son ttiles es para funciones cuyos argumentos siempre pueden
deducirse a partir de otros. Por ejemplo, consideremos esta definicion alternativa de listas que almacena

internamente su longitud como un niimero natural:

Notemos que _::_ toma un argumento implicito de tipo Nat (la longitud de la cola de la lista), ademas del

elemento A y la lista misma. Pero este nimero siempre puede inferirse a partir del segundo argumento. Al

construir una lista, podemos usar el constructor _::_ sin proporcionar explicitamente la longitud en cada caso:

unasDeNats : ListaConLong

unasDeNats = 1 :: 1 ::1 ::[]

Agda infiere que las unicas longitudes posibles que hacen que los tipos coincidan son 2, 1 y 0 respectivamente.
De esta forma, los argumentos implicitos nos permiten ocultar informacion redundante o que se pueda deducir

facilmente.

En general, los argumentos implicitos son una herramienta poderosa que ayuda a reducir la verbosidad y
aumentar la genericidad de nuestro codigo, delegando trabajo al verificador de tipos.

2.3.3. Argumentos sin Usar

Otra caracteristica interesante de Agda es que podemos escribir definiciones que toman argumentos, pero no los
usan en absoluto para computar el resultado. Por ejemplo:

unoSiempreuUno : {A : Set} -» A - Nat

unoSiemprelno _ =1

Aqui, unoSiempreUno toma un argumento de cualquier tipo A, pero simplemente lo descarta (usando el patron

comodin _) y siempre devuelve 1, sin importar qué valor se le pase.
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En el caso extremo, podemos tener funciones cuyos tipos mencionan argumentos que no aparecen en absoluto
en el lado izquierdo de las ecuaciones. Por ejemplo, esta funcion:

cualquierNat : {A : Set} - Nat

cualquierNat {A} = 42

Toma un tipo A como argumento implicito, pero no lo usa de ninguna forma, ni siquiera con un comodin. A
cambio, nos da la libertad de llamar a cualquierNat con cualquier tipo A que queramos (o en realidad con

ninguno), pero siempre obtendremos 42 como resultado.

Aunque pueda parecer inutil a primera vista, este tipo de funciones en realidad tienen aplicaciones importantes

en programacion genérica y teoria de categorias. Son conocidas como "funciones constantes".

2.3.4. Parametros libres

En contraste con los argumentos explicitos, en ocasiones se mencionan variables en el tipo de una funcién que
no corresponden a ningun argumento. Considere el siguiente ejemplo:

data Vec (A : : Nat -» Set where

- A - Vec An - Vec A (suc n

: {A : Set} {n : Nat} - Vec A (suc n) - A

La variable n aparece en el tipo de head, pero no se pasa explicitamente como argumento. En cambio, el valor
de n es determinado por el argumento que si se pasa: Agda infiere que para que x :: xs tenga tipo Vec A (suc

n), necesariamente xs debe tener tipo Vec A n,y por lo tanto n debe ser la longitud de xs.

Es decir, la variable n no es realmente un argumento de la funcidon head. Se trata de un parametro libre, una

variable cuyo valor queda determinado indirectamente por el tipo de los argumentos explicitos.

Los tipos dependientes (Tipos que dependen de valores, permitiendo especificaciones mas precisas), que se
estudiaran mas adelante, utilizan parametros de este tipo de forma extensiva para expresar restricciones o
relaciones entre valores. Por ahora, lo importante es saber que no toda variable presente en el tipo de una

funcion corresponde necesariamente a un argumento de la misma; algunas obtienen su valor del contexto.

Argumentos Argumentos que se pasan explicitamente en la invocacion de funcion y f:A—-B—>C
& cuyos valores se utilizan en el calculo
Argumentos Argumentos que pueden inferirse a partir del contexto y se pasan f:{A:Set} > A—>A
“ automaticamente sin mencion explicita
Parametros Libres | Variables que aparecen en el tipo de una funcién pero no corresponden a head : {A: Set} {n:Nat} —
] ningun argumento explicito o implicito Vec A (suc n) — A
Cuantificacion Declaracion de tipos genéricos que aceptan cualquier tipo como id:(A:Set) > A— A

argumento
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2.4. Visibilidad de argumentos

Los argumentos de una funcidén no siempre son simples entradas pasivas. En ocasiones, se desea permitir o
restringir ciertas operaciones sobre ellos. Agda ofrece varias maneras de controlar la visibilidad o relevancia de

un argumento.

Por defecto, los argumentos son visibles e irrelevantes. Esto significa que se puede ver su valor dentro del
cuerpo de la funcién (no se borran en tiempo de compilacion), pero el resultado de la funcién no depende de
computacion alguna sobre dicho valor (solo se usa para determinar tipos). Por ejemplo:

Aqui, A es un argumento visible (se pasa explicitamente entre paréntesis) pero irrelevante: id no computa nada

con A, solo lo usa para fijar el tipo del segundo argumento y del resultado.

En contraste, x es tanto visible como relevante: no solo determina el tipo del resultado, sino que su valor se usa

directamente para computarlo.

Sin embargo, es posible marcar argumentos explicitamente como invisibles o irrelevantes usando los caracteres

@ y @@, respectivamente. Por ejemplo:

-- a es irrelevante

H

largo : (@a : Level) - Set a - Nat

largo _Nat = 1

largo _ (A x B)

largo A + largo B

A-B) =2* + largo A + largo B

-- a es invisible

| 4 |
| 6 |
| 8 | elim x = x

b~
>

-- a es tanto invisible como irrelevante

bad : {@(irrE) a : Level} {A : Set a} - A

bad {A = A} = ?

-- a es irrelevante

largo : ma : Level) - Set a - Nat

14 | largo _ Nat =1

largo A x B) = largo A + largo B

largo _ (A > B) =2 * (1 + largo A + largo B)

Un argumento irrelevante no puede utilizarse para computar valores; solo puede aparecer en tipos. Esto

significa que cambiar ese argumento no altera el resultado.

Un argumento invisible no puede ser usado en pattern matching ni mencionado explicitamente en el cuerpo de

una funcidn. Se trata de una forma de borrar informacion.
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Combinar ambas propiedades implica que el argumento no sera guardado en la forma compilada final del
programa; sera eliminado completamente durante la fase de borrado de tipos.

Estas formas de visibilidad restringida son muy fttiles para escribir cédigo genérico eficiente, sin acarrear el

costo de pasar argumentos de tipo y nivel en tiempo de ejecucion.

Las funciones anonimas (lambdas) permiten
crear funciones sin darles un nombre explicito.

2.5. Funciones anonimas

Asi como los argumentos anénimos se escriben _, en Agda también es posible construir funciones anénimas

(funciones "sin nombre") usando la notacion A. Una funcién andnima simple luce asi:

.\x-»x+1 |

Lo cual es equivalente a:

Suc

Las funciones lambda pueden tomar cualquier cantidad de argumentos, separando cada uno con un espacio
después de la A:

\X Yy = X +

Las lambdas son utiles para evitar tener que nombrar una funcidén que solo se va a usar localmente una vez.
También pueden ser necesarias cuando se desea pasar una funcion como argumento a otra funcion (se vera mas
de esto al llegar a orden superior).

Ahora se conoce como declarar, aplicar y restringir funciones en Agda. También se han cubierto varias formas
de aprovechar el sistema de tipos para hacer las funciones mas genéricas, modulares y expresivas. En el
siguiente capitulo, se vera como definir y manipular estructuras de datos recursivas de manera segura y
elegante.
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2.6. Documentacion

La documentacion es crucial para comunicar la intencion
y funcionamiento del cddigo.

En el mundo del desarrollo de software, la documentacién juega un papel fundamental. Los programas escritos
en Agda no son la excepcion a esta regla. Debido a la naturaleza altamente modular y autocontenida de Agda, es
crucial documentar minuciosamente el propodsito y funcionamiento de cada definicion para facilitar su
comprension y mantenimiento.

Agda ofrece dos enfoques principales para documentar el codigo: los comentarios informales y los bloques de
documentacién estructurada. Ambos tienen su lugar e importancia en el proceso de documentacion.

2.6.1. Comentarios
Los comentarios son la forma mas bésica y universal de documentar un programa, y Agda soporta dos tipos:

1. Comentarios de una linea: Se inician con dos guiones -- y se extienden hasta el final de la linea actual. Por
ejemplo:

. -- Este es un comentario de una sola linea |

2. Comentarios multilinea: Comienzan con {- y terminan con - }. Pueden abarcar multiples lineas, lo que los

hace ideales para explicaciones mas detalladas. Por ejemplo:

{- Este es un comentario

que abarca varias lineas.

Util para explicaciones largas.

Aunque los comentarios son ignorados por el compilador y no afectan la ejecucion del programa, su propdsito
es comunicar claramente la intencidn y el funcionamiento del codigo a otros programadores (jy a ti mismo en el

futuro!). Algunas situaciones comunes en las que los comentarios son especialmente ttiles incluyen:
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., .. Se utilizan comentarios para explicar el proposito y funcionamiento
| e eencral do cad defnicin de funcion
. ., Los comentarios se emplean para aclarar pasos complicados o no
st obviosen lcidigo
. - Se afiaden comentarios para indicar precondiciones, postcondiciones
| s o invarianis wociados con el oo
Se utilizan comentarios para admitir limitaciones del codigo o

L e posible reas de mjors
Lo Los comentarios se utilizan para dar crédito a fuentes externas
e cuando comresponds

Veamos un ejemplo concreto de como los comentarios pueden mejorar la legibilidad del codigo:

-- Precondicidn: el argumento debe ser no negativo.

n fact : Nat - Nat

ﬂ fact (suc n) = suc n * fact n

-- XME: No termina para numeros nhegativo

Con la adicion de estos comentarios, el proposito y el funcionamiento de la funcidon fact quedan mucho mas

claros. Sabemos para qué sirve, qué espera, de donde viene y qué limitacion tiene. Si bien Agda no verifica la
veracidad de los comentarios, incluirlos es una excelente practica que facilita la comprension y el
mantenimiento del codigo.

2.6.2. Documentacion estructurada

Cuando se trata de librerias y APIs mas complejas, los comentarios informales pueden no ser suficientes. En
estos casos, es beneficioso poder generar documentacion separada del codigo fuente, en un formato mas legible
y accesible. Para satisfacer esta necesidad, Agda soporta bloques de documentacion estructurada, similares a los
ofrecidos por sistemas como Javadoc o Haddock.

Un bloque de documentacion en Agda se escribe entre llaves precedidas de un pipe {-| y seguidas de un dash

-}. Por ejemplo:
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Toma un argumento de cualquier tipo y lo devuelve sin cambios.

’
.
Q.
n
+
3
H.
>
oQ
Il
n
+t
3
H.
>
oQ

id:{A:Set}-»A-»A

Al igual que los comentarios, los bloques de documentacion son ignorados por el compilador. Sin embargo, su
contenido puede ser extraido y renderizado en formato HTML u otros, permitiendo la inclusion de estas
definiciones bajo demanda. Estos bloques actian como una extension de la interfaz del sistema de modulos.

Una documentacion completa y bien estructurada debe incluir:

Breve descripcion de lo que hace la definicion en cuestion.

Explicacion del propdsito de cada argumento de entrada y del valor de retorno de la funcion.

Posibles condiciones o restricciones que deben cumplirse para el correcto funcionamiento de
la definicion.

Uno o mas ejemplos que ilustran como usar la definicion en diferentes situaciones.

Enlaces o referencias a definiciones relacionadas para facilitar 1a comprension y navegacion
del codigo.

Consideremos otro ejemplo ilustrativo:

ll El predicado de comparacién “p° determina el orden. Por defecto, se usa el orden natural ~_< °
iemplos:

n sorted (x :: []) = true

n sorted (1 ::3::2:1[]) = false

m sorted (\x y » x * 2 £y) (2::3::5) = true
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Ver también: “Ordered™, "_<_°, ~_2

sorted : {A : Set} - (A > A > Bool) -» List A - Bool

sorted [_]

true

Esta documentacion deja en claro que sorted acepta un predicado de comparacién opcional, explica el
comportamiento por defecto y proporciona varios ejemplos ilustrativos de su uso. Ademads, hace referencia a
otras definiciones relacionadas que pueden ser de interés para el lector.

Documentar meticulosamente el cédigo Agda es una inversion que vale la pena, tanto a través de comentarios
informales como de bloques de documentacion estructurada. Un programa bien documentado es mas facil de
entender, mantener y extender. Agda hace que incluir documentacién sea trivial, por lo que no hay excusa para

no hacerlo.

En este capitulo, hemos explorado los elementos fundamentales de Agda como lenguaje de programacidn
funcional. Se ha abordado la sintaxis para definir tipos de datos, funciones y realizar coincidencias de
patrones. Ademds, se han presentado caracteristicas clave como el polimorfismo paramétrico, los argumentos
implicitos y la recursién. También se han compartido practicas recomendadas para documentar el cédigo de
manera efectiva. Con este conocimiento, los lectores estan preparados para comenzar a escribir programas
simples en Agda y comprender los principios basicos del paradigma de programacién funcional pura. En los
préximos capitulos, nos adentraremos en temas mas avanzados como tipos dependientes, pruebas formales,
estructuras infinitas y concurrencia, ampliando asi las posibilidades y el poder expresivo de Agda.

Define un tipo de dato algebraico “Forma que pueda representar circulos (con un radio), rectangulos
(con ancho y alto), y tridngulos (con base y altura).

1

3 Define un tipo “Vector® que represente un vector de longitud fija, donde la longitud sea parte del
tipo. Luego, implementa una funcién "~ concatenar® que tome dos vectores y devuelva su concatenaciédn,
asegurandote de que el tipo resultante refleje la suma de las longitudes.

Implementa una funcidén polimérfica " identidad™ que tome un tipo A" como argumento implicito y un

Escribe la documentacidén completa para la funcién “area” que implementaste en el ejercicio 2,
incluyendo una descripcién general, ejemplos de uso, y cualquier precondicién o postcondicién
relevante.

IIIiiIII

Define un tipo de dato “ParNatural® que represente numeros naturales pares. Implementa funciones
“esPar’ y “siguiente’ para este tipo, y proporciona pruebas de que "siguiente’ siempre produce un
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Capitulo 3: Estructuras de Datos
Funcionales en Agda

En este capitulo exploraremos las estructuras de
datos funcionales en Agda, incluyendo listas y
arboles. Aprenderas a definir y manipular listas
recursivamente, asi como a implementar mapas
asociativos. También nos adentraremos en arboles
binarios y arboles de busqueda binaria, explorando
cémo Agda ayuda a mantener invariantes. Ademads,
introduciremos poderosas interfaces algebraicas
como los monoides y los funtores, que permiten la
composicioén y el mapeo genérico de funciones sobre
estructuras de datos. Al final del capitulo,
habrds adquirido una comprensidén sélida de estas
estructuras en Agda y estaras listo para crear tus
propias implementaciones y razonar sobre la
correccién de tus programas. Es un viaje
emocionante a través de la elegancia y la
expresividad de la programacidén funcional en Agda.

3.1. Introduccion

En el fascinante paradigma de la programacion funcional, nos encontramos con estructuras de datos que se
alejan de las convenciones imperativas. En lugar de modificar directamente los datos, aplicamos funciones que
toman estructuras inmutables y devuelven nuevas estructuras con los cambios deseados. Este enfoque nos

sumerge en un estilo de programacion mas declarativo, componible y facil de razonar.
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Estructura de datos

Estructura de datos

Mapas Asociativos

“

Imagen 5 - Estructuras de Datos Funcionales.
(Fuente: Propia)

Agda, como un lenguaje de programacion funcional puro, abraza plenamente esta filosofia. Su expresivo
sistema de tipos nos permite codificar estructuras de datos precisas y capturar invariantes directamente en los
tipos. En este capitulo, exploraremos cémo definir e interactuar con algunas de las estructuras de datos

funcionales fundamentales en Agda.

Comenzaremos nuestro viaje con las listas, uno de los pilares de la programacion funcional. Definiremos el tipo
List de forma recursiva y mostraremos operaciones comunes como acceder a la cabeza y la cola, concatenar y
mapear elementos. Luego, nos adentraremos en los mapas asociativos, implementados como listas de pares, y

examinaremos las operaciones de busqueda e insercion.

A continuacion, exploraremos las estructuras de datos jerarquicas utilizando arboles. Definiremos un tipo
general de arbol binario y escribiremos funciones que manipulan arboles de forma recursiva. También
abordaremos arboles mas especializados, como los arboles de busqueda binaria, y veremos como Agda nos
ayuda a mantener sus invariantes.

En la Gltima parte de este capitulo, elevaremos nuestro nivel de abstraccion. Presentaremos interfaces
algebraicas poderosas que generalizan muchas estructuras de datos concretas. Primero, estudiaremos los
monoides, que capturan la nociéon de un conjunto con una operacion asociativa y un elemento identidad. Luego,
exploraremos los funtores, que nos permiten mapear funciones sobre estructuras, y los funtores aplicativos, que
ademas nos permiten aplicar funciones envueltas en la estructura.

Discutiremos las motivaciones detrds de cada abstraccidon, proporcionaremos ejemplos concretos de uso y
mostraremos como estas interfaces nos permiten escribir coddigo genérico altamente reutilizable.

A lo largo de este capitulo, nos sumergiremos en el fascinante mundo de las estructuras de datos funcionales en
Agda. Descubriremos la elegancia y la expresividad que este lenguaje nos ofrece para definir y manipular estas
estructuras de manera segura y eficiente. ;Estés listo para embarcarte en este emocionante viaje? jAcompafiame

y exploremos juntos las maravillas de la programacion funcional en Agda!
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3.2. Listas: Los Pilares de la Programacion Funcional

Imagina que las estructuras de datos son los bloques de construccion de tus programas. En el mundo de la
programacion funcional, las listas enlazadas son como los pilares fundamentales sobre los que se erige todo lo
demds. Una lista puede verse como una secuencia de elementos, donde cada elemento estd conectado al
siguiente, formando una cadena. La belleza de las listas radica en su naturaleza recursiva: una lista es o bien
vacia, o consiste en un elemento inicial (al que llamamos cabeza) seguido de otra lista (a la que nos referimos
como cola). Esta definicion recursiva captura a la perfeccion el estilo de "divide y venceras" que caracteriza el

procesamiento de datos en la programacion funcional.

En Agda, podemos codificar directamente esta definicion utilizando un tipo de datos inductivo. Veamos cémo se

A

data List (A : Set) : Set where

: List A

: A > List A -» List A

Aqui, [] representa la lista vacia (a veces llamada "nil"), mientras que _:: (pronunciado "cons") es un

constructor que nos permite agregar un elemento al frente de una lista existente.

Por ejemplo, si queremos crear la lista [1, 2, 3], podemos hacerlo de la siguiente manera:

Observa como la estructura anidada de la expresion refleja la naturaleza recursiva de la lista. Cada elemento se

va agregando al frente de la lista anterior hasta llegar a la lista vacia.

3.2.1. Funciones Comunes sobre Listas

Ahora que tenemos nuestra definicion de lista, jpodemos empezar a jugar con ella! Vamos a escribir algunas

funciones ttiles para trabajar con listas y descubrir todo lo que podemos hacer

“ “

Imagen 6 - Operaciones Comunes sobre Listas.
(Fuente: Propia)
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Por ejemplo, ;qué tal si queremos obtener la cabeza de una lista? Es decir, queremos recuperar el primer
elemento. Podemos definir una funcidén head de la siguiente manera:

Utilizamos la coincidencia de patrones para considerar los dos casos posibles: una lista vacia, para la cual

devolvemos nothing, y una lista no vacia, para la cual devolvemos just seguido de la cabeza. El tipo Maybe

nos permite manejar de forma segura la posibilidad de una lista vacia.

De manera similar, podemos definir una funcién tail que nos devuelva todos los elementos de una lista

excepto el primero:

Otra operacion comun es la concatenacion, que nos permite combinar dos listas en una sola. Veamos como
podemos implementarla:

Fijate en el caso recursivo, donde concatenamos la cola de la primera lista con la segunda lista completa, y

luego volvemos a agregar la cabeza de la primera lista al frente del resultado.

Pero no nos detengamos ahi. ;Qué tal si queremos aplicar una funcion a cada elemento de una lista? Para eso

tenemos la funcion map, que nos permite transformar cada elemento mientras mantenemos la estructura general

de la lista:
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4
]

map £ [] =

Video 02: Funcion Map

map : (A - B) - List A - List B

| 2 [map £ [1 =[]

map £ (x :: xs) = £ x :: map f xs

La funcién map toma una funcion f y una lista, y produce una nueva lista donde cada elemento ha sido
transformado por f. Es como si recorriéramos la lista con una varita magica, aplicando la funciéon a cada

elemento a medida que avanzamos.

Para darte un ejemplo concreto, imagina que queremos incrementar cada numero en una lista. Podemos lograrlo
utilizando map de la siguiente manera:

_:map ((+1) (L:x2:3:[])=2:::3:4::][]

2 | = refl

Aqui, _+ 1 es una funcion que suma 1 a su argumento. Al mapearla sobre la lista [1, 2, 3], obtenemos una

nueva lista [2, 3, 4]. Laultimalinea _ = refl es una prueba de que las dos listas son iguales.

Pero map no es la unica funcidon poderosa que tenemos a nuestra disposicion. Su primo cercano filter nos

permite seleccionar solo aquellos elementos de una lista que cumplen con un determinado criterio. Veamos
coémo se define:

Pagina 45 de 171


https://www.youtube.com/watch?v=wbqkIEDpgPg

{

filter p [] = []

e D .. nith p
n ... | true
e = e D

x i filter p xs

Aqui utilizamos una construccion with para hacer coincidir el resultado de aplicar el predicado p al elemento

actual x. Si p x es true, mantenemos x en la lista resultante; si es false, lo descartamos.

Por ejemplo, si queremos seleccionar solo los numeros pares de una lista, podemos hacer lo siguiente:

en : Na - BooO

isEven zero = true

n isEven (suc (suc n)) = isEven n

= g an .o .o oo A oo .o = oo A oo

ﬂ _ =refl

Definimos un predicado isEven que verifica si un nimero natural es par y luego lo utilizamos con filter para

obtener solo los nimeros pares de la lista.

3.2.2. Listas y Recursion

Al implementar funciones sobre listas, es natural seguir la estructura recursiva del propio tipo de datos. El caso
base normalmente maneja la lista vacia, mientras que el caso recursivo descompone la lista en cabeza y cola,

hace la llamada recursiva en la cola y luego recombina los resultados.

Caso Base Maneja el caso mas simple, a menudo una length [1=0
I st i
Caso Recursivo Descompone la estructura en una parte y hace length (x :: xs) = 1 + length xs
_ una llamada recursiva
Combinar Combina el resultado de la llamada recursiva con sum (X :: Xs) =X + sum Xs
| Rolados | a arc st
Argumento Pasa un argumento adicional para acumular el rev xs =rev' xs [] where rev' [] acc = acc

* resultado rev' (x::xs) acc = rev' xs (x::acc)

Este patron de recursion estructural es tan comin que Agda nos proporciona un combinador de recursion

general para listas llamado foldr:
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foldr toma una funcidn binaria f, un caso base e y una lista. Si la lista esta vacia, simplemente devuelve e. Si

no, aplica f a la cabeza de la lista y al resultado de llamar recursivamente a foldr en la cola.

Problem

v N\

divide

Subproblem Subproblem

Solve

Sol
v subproblem

subproblem

conquer

Solution to Solution to

subproblem

subproblem

Solution to
Problem

Imagen 7 - Dividir y Conquistar: La Estrategia Recursiva.
(Fuente: Khan Academy)

Muchas funciones pueden expresarse en términos de foldr. Por ejemplo, asi es como podriamos sumar una

lista de numeros:

sum : List Nat - Nat

sum = foldr _+_©

Aqui, la funcién binaria es la adicion _+_ y el caso base es 0. De manera similar, podriamos implementar el

producto, la concatenacion o cualquier otra operacion que pueda formularse en términos de combinar la cabeza
con el resultado recursivo sobre la cola.

Este estilo de programacion basado en combinadores como foldr se conoce como "programacion de orden

superior". En lugar de escribir recursion explicita, definimos y componemos funciones que encapsulan patrones

recursivos comunes. Esto nos lleva a un cddigo més conciso, menos propenso a errores y mas facil de razonar.

3.2.3. Eficiencia y Evaluacion

Si bien las funciones recursivas sobre listas son expresivas y faciles de escribir, es importante tener en cuenta
que no siempre son las mas eficientes.
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Ya sé que hacer
despiértenme
cuando me necesiten

Imagen 8 — Representacion Visual de la Evaluacion Perezosa.
(Fuente: Info Capital Humano)

Por ejemplo, consideremos el problema de encontrar la longitud de una lista:

length : {A : Set} - List A - Nat
length [] = ©

Esta definicion es clara y correcta, pero tiene un problema de eficiencia. Para procesar una lista de longitud n,
hace n llamadas recursivas, cada una de las cuales devuelve 1 para que pueda sumarse. Esto toma un tiempo
0(n) y un espacio 0(n), debido a que todas esas llamadas recursivas necesitan ser apiladas antes de que puedan

devolverse y sumarse.

Una mejor manera seria usar un parametro acumulador para realizar el seguimiento del recuento actual:

length :

length xs

go (x 2 xs) n=go xs (1 + n)

Ahora, en lugar de hacer n llamadas recursivas y luego desenrollar la pila, simplemente contamos a medida que
avanzamos. Esto todavia toma un tiempo O(n), pero solo un espacio 0(1) ya que no hay llamadas recursivas

pendientes - cada llamada actualiza directamente el acumulador n y luego se devuelve.

Esta técnica se llama recursion de cola, y es un patrén comln para convertir funciones recursivas lineales en
constantes espaciales. Agda actualmente no realiza la eliminacion de llamadas de cola automaticamente, por lo

que la transformacion debe hacerse a mano.

Sin embargo, hay una compensacion. La version con acumulador es mads eficiente, pero también mas
complicada de escribir y razonar. Se pierde la correspondencia directa entre la estructura del programa y la

estructura recursiva de las listas.
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(Hay una manera de recuperar el estilo recursivo simple pero mantener buenos comportamientos asintoticos?
Resulta que si, si estamos dispuestos a cambiar la representacion de lista subyacente. En lugar de listas
enlazadas puramente funcionales, podemos usar estructuras de datos persistentes mas sofisticadas como arboles

de Braun o arboles 2-3 hiperinmonicos que nos dan acceso 0(log n) o incluso 0(1) a la cabeza y la cola.

Con tales estructuras, los elegantes patrones recursivos que vimos anteriormente recuperan automaticamente la
eficiencia. No hay necesidad de acumuladores explicitos u otras complicaciones. La eficiencia proviene de las

estructuras de datos mismas.

Esta es una instancia de un principio mas general en la programacion funcional: muchos problemas se pueden
resolver elegantemente eligiendo las abstracciones adecuadas. Ajustar las estructuras de datos y las funciones en

armonia entre si nos lleva a soluciones que son a la vez expresivas y eficientes.

A medida que avanzamos en nuestro estudio de las estructuras de datos funcionales en Agda, mantengamos este
principio en mente. Busquemos formas de combinar la elegancia del estilo recursivo con la eficiencia de las
estructuras de datos avanzadas. Con las herramientas y técnicas adecuadas, podemos crear programas que no

solo son un placer de escribir, sino que también se ejecutan de manera 6ptima.

3.3. Mapas Asociativos

Los mapas asociativos permiten
buscar valores mediante claves
Unicas.

Los mapas asociativos, también conocidos como diccionarios o arrays asociativos, son otra estructura de datos
fundamental. Son especialmente utiles para buscar valores de manera eficiente utilizando una clave tnica. En

esencia, un mapa asocia cada clave a su valor correspondiente.

En un entorno de programacion funcional puro, los mapas generalmente se representan como listas de pares

clave-valor:

Map : Set - Set - Set
MapAB=List (A x B)

Aqui, A representa el tipo de las claves y B el tipo de los valores. Usamos el tipo producto A x B para modelar

los pares.

Las operaciones principales que queremos soportar en los mapas son la bisqueda y la insercion. La busqueda
deberia devolver el valor asociado a una clave dada, si existe:
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ookup : 1A B : Se - A - Map A B » Maybe B

lookup x [] = nothing

OOKUp X e X Nith x =?

4 |... | yes _ = just z

Utilizamos _=?_ para comparar las claves por igualdad. Si encontramos una coincidencia, devolvemos just el
valor correspondiente envuelto en Maybe. Si no, buscamos recursivamente en el resto del mapa. Si llegamos al

final de la lista (caso base), devolvemos nothing.

Por otro lado, la insercion deberia agregar un nuevo par clave-valor al mapa, o reemplazar el valor de una clave
existente:

inse : {A B : Se - A -> B -» Map

>
W
{
=
0
G
>
W

insert x y []1 = (x , vy) :: []

inse X N) oo X vith x =?

...|yes_=(x,y)::xys

Si el mapa esta vacio, simplemente devolvemos un nuevo mapa con el par dado. Si la clave ya existe (segun lo

determina _=?_), reemplazamos el valor asociado. Si no, buscamos recursivamente e insertamos al final.

Es importante tener en cuenta que esta estructura de lista simple no es la implementacion mas eficiente posible
de los mapas: en el peor caso, la bisqueda toma un tiempo lineal en el tamafio del mapa. Para ciertas claves,
podemos hacer mucho mejor usando arboles de busqueda, tablas hash o incluso arrays puros.

Sin embargo, esta sencilla implementacion basada en listas ilustra las ideas clave comunes a todos los mapas
asociativos: indexar valores por claves, buscar claves usando igualdad e insertar actualizando el valor de una
clave. La interfaz sigue siendo la misma sin importar la estructura de datos subyacente.

3.3.1. Uso de mapas

Veamos un ejemplo concreto de cdmo usar el tipo Map. Supongamos que tenemos un mapa que asocia nombres

de personas con sus edades:

es : Map ring Na

ages =

n ("Bob" , 30) ::

s [ ]

Pagina 50 de 171



Para encontrar la edad de "Bob", usamos lookup:

L6 | ]

La nueva entrada se inserta al principio del mapa, dejando las demds entradas sin cambios.

También podemos combinar busqueda e insercion para actualizar edades:

.
c
0
~+

|

Il

insert x y m

Si la persona x no esta en el mapa, se inserta con la edad dada y. Si ya estd, se reemplaza su edad con y. Por

ejemplo, para actualizar la edad de "Alice" a 26:

La entrada anterior para "Alice" se reemplaza con la nueva edad, mientras que las demas entradas permanecen

igual.

3.3.2. Eficiencia y alternativas

Como mencionamos antes, la implementacion de lista simple de mapas tiene algunas ineficiencias.

Especificamente, las operaciones lookup e insert toman un tiempo O(n) en el peor caso, donde n es el

numero de entradas en el mapa.

Para ciertas claves de tipos, podemos usar estructuras de datos mas especializadas para mejorar la eficiencia.
Por ejemplo:
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Si las claves son comparables, podemos usar arboles de busqueda binaria equilibrados como los arboles
AVL o los arboles rojo-negros. Estos garantizan un tiempo 0(log n) para la busqueda y la insercion.

Si las claves son hashables, podemos utilizar tablas hash, que en promedio proporcionan blsqueda e
insercion en 0(1) (aunque el peor caso sigue siendo O(n)).

Si las claves son tipos enteros pequefios, podemos usar arrays directos con indexacion perfecta en tiempo
0(1).

Agda tiene un buen soporte para definir y razonar sobre estas estructuras mas eficientes. Por ejemplo, podemos
definir arboles de blisqueda binaria parametrizados sobre un tipo de orden:

data B A o < A - A - a here
leaf : BST _<_
hode : : B < - (X ¢ A) - : B < -
| 4 ((y : A) »y<x->y€E1l) >
: A) - x £ - - B <
Lista Enlazada O(n) o(1) O(n) Fécil de implementar, eficiente | Busqueda ineficiente
_ para insertar/borrar
Arbol de O(log n) O(log n) O(log n) Busqueda, insercion y borrado Peor caso O(n) si
Busqueda eficientes degenera a lista
Arbol AVL O(log n) O(log n) O(log n) Mantiene balance, garantiza Rotaciones complejas
complejidad O(log n) para mantener
Arbol Rojo- O(log n) O(log n) O(log n) Mantiene balance, inserciones/ | Logica mas compleja
_ borrados mas simples que AVL que AVL

Aqui _<_ es un parametro que representa la relacion de orden sobre las claves de tipo A. Las condiciones en
node aseguran que todas las claves en el subarbol izquierdo 1 son menores o iguales a x, mientras que todas las

claves en el subarbol derecho r son mayores o iguales a x.

Usando esta estructura mas sofisticada, la busqueda se vuelve mucho mas rapida:

A - Se < :A>A->Set} > A > B < - Se
xEleaf:J_
X node vith x £? <? X
...|yes_|yes_=T
- o -
.. | no_ | yes _=xE€r
No Nno =
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Usando el orden _<_, podemos descartar la mitad del arbol en cada paso, dando blsqueda en tiempo

logaritmico.

Sin embargo, estas implementaciones mas eficientes también vienen con una mayor complejidad y un potencial
de errores. Mantener los invariantes de equilibrio de un arbol AVL o un érbol rojo-negro es notoriamente
complicado. El hash perfecto necesario para arrays de acceso directo es muy fragil.

Afortunadamente, usando el rico sistema de tipos de Agda, podemos codificar y verificar estos invariantes para
obtener la seguridad de la implementacion de lista simple junto con la eficiencia de las estructuras de datos
avanzadas. Exploraremos esto mas a fondo al discutir la verificacion formal (Proceso de probar

matematicamente la correccion de un programa) de programas mas adelante en el libro.

Lo clave es apreciar que:

Reconocimiento de que diferentes representaciones de mapas son mas adecuadas para diferentes casos de uso,

Diversidad de
epresentacione permitiendo una seleccion dptima seglin las necesidades especificas.

Independencia de

La interfaz de mapa es mayormente independiente de la representacion seleccionada, lo que permite
flexibilidad y modularidad en el disefio del programa.

Este tipo de modularidad es una caracteristica definitoria de la programacion funcional.

3.4. Arboles

Los arboles organizan datos de forma jerarquica, con
nodos y subestructuras.

Los arboles son una familia de estructuras de datos recursivas que organizan los valores jerarquicamente. A
diferencia de las listas, que son estrictamente lineales, los arboles pueden ramificarse y contener multiples
subestructuras. Esto los hace adecuados para representar datos anidados, busquedas eficientes y muchas otras
aplicaciones.

3.4.1. Arboles binarios

El tipo mas fundamental de arbol es el arbol binario, donde cada nodo tiene cero, uno o dos "hijos":

data Tree (A : Set) : Set where

leaf : Tree A

node : Tree A » A - Tree A -» Tree A

Aqui, leaf representa un arbol vacio, mientras que node construye un arbol a partir de un subarbol izquierdo,

un valor en el nodo y un subarbol derecho.
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sumTree : Tree Nat -» Nat

w4

Video 03: Suma de elementos de un arbol

Por ejemplo, podemos definir el siguiente arbol binario de numeros naturales:

myTree : Tree Nat

myTree =

Node

n (node leaf 2 leaf)

5

“ (node

(node leaf 7 leaf)

D

leaf

10 )
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https://www.youtube.com/watch?v=_iB-t0rLe8U

Esto se visualizaria asi:

00

Imagen 9 — Ejemplo arbol en Agda.
(Fuente: Propia)

Al igual que con las listas, muchas funciones sobre arboles siguen la estructura recursiva. Por ejemplo, asi
calculamos la suma de todos los valores en un arbol:

El caso leaf es sencillo: un arbol vacio suma a cero. Para un nodo node, sumamos recursivamente los

subarboles izquierdo y derecho y agregamos el valor en el nodo actual.

Otra operacion clasica sobre arboles binarios es recorrerlos para producir una lista plana. Hay varios érdenes de
recorrido, pero el mas comun es "en orden", donde visitamos el subarbol izquierdo, luego el nodo actual y
finalmente el subarbol derecho:

Este codigo refleja precisamente la especificacion del recorrido en orden.

Por ejemplo:

Esto aplana el arbol en una lista en el orden "izquierda-nodo-derecha".
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3.4.2. Arboles genéricos

Los arboles binarios son un caso especial de una nociéon mas general: un arbol donde cada nodo puede tener una
cantidad arbitraria de subarboles. Esto se puede representar en Agda usando un parametro de tipo adicional para
la "aridad" de cada nodo:

Aqui F es un "constructor de tipos" que describe la forma de cada nodo. Por ejemplo, para arboles binarios

tendriamos:

BinF : Set - Set
BinFA=TU (A x A)

BinTree : Set - Set

n BinTree = Tree BinF

Aqui BinF A es una suma que representa o un nodo hoja (T) o un par de subéarboles (A x A). Envolver esto en

Tree da el tipo completo de arboles binarios.

Otros constructores dan otros tipos de arboles. Por ejemplo:

data RoseF (A : Set) : Set where

rose : List A - RoseF A

RoseTree : Set - Set

n RoseTree = Tree RoseF

Un "arbol rosa" tiene una lista arbitraria de subarboles en cada nodo.

Esta representacion genérica de arboles es extremadamente versatil. Mediante la eleccion de diferentes

constructores F, podemos modelar muchas estructuras de datos de arbol diferentes, todas usando las mismas

funciones recursivas genéricas.

3.4.3. Arboles de busqueda binaria

Una aplicacion importante de los arboles binarios son los arboles de busqueda binaria (BST).
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Imagen 10 - Arbol Binario de Biisqueda.
(Fuente: WikiMedia Commons)

En un BST, cada nodo tiene una clave, y las claves se ordenan de tal manera que todas las claves en el subarbol
izquierdo son menores que la clave del nodo, mientras que todas las claves en el subarbol derecho son mayores.

Este invariante de ordenacion se puede codificar directamente en el tipo:

data B A : Se + Set where

[ 2 | 1caf : BST A

[ 2 | ((V:A) -y EL~yc<x) -
A <

[ 6 | BST A

Aqui, los dos Ultimos argumentos a node son pruebas de que el arbol esta ordenado: para cada y en el subarbol

izquierdo, y < X,y para caday en el subarbol derecho, x < vy.

Con esta estructura mas refinada en su lugar, las operaciones como la insercion y la busqueda pueden
aprovechar las garantias de ordenacion para ser mas eficientes. Por ejemplo, asi buscamos un elemento en un
BST:

A B

xElea-F=J_

...|1ess =x €1
egua =

. ... | greater

X €Er

Si el arbol es una leaf, no encontramos nada. Para un node, primero comparamos la clave buscada x con la

clave y del nodo actual. Si es menor, buscamos recursivamente en el subarbol izquierdo; si es igual, hemos
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encontrado el elemento; si es mayor, buscamos en el subarbol derecho. Esto reduce efectivamente el espacio de

busqueda a la mitad en cada paso.

Insertar un nuevo elemento en un BST sigue un patron similar:

insert : A » BST A - BST A

leaf x leaf (A _ () ) (A _ ()

pl pr) with compare x y

(insert x 1) y r (A z z€il - pl z (€-insert x 1 z&€il)) pr

lyrplopr

| greater = node 1y r (insert x r) pl (A z zEir -» pr z (€-insert x r z€ir))

Si el arbol es una leaf, creamos un nuevo node con el elemento x. Para un node, comparamos x con la clave y
del nodo actual. Si x es menor, insertamos recursivamente en el subarbol izquierdo 1; si es igual, dejamos el

nodo sin cambios; si es mayor, insertamos en el subarbol derecho r.

También debemos actualizar las pruebas pl y pr en cada caso para mantener el invariante de ordenamiento del
BST. Esto se hace envolviendo las pruebas existentes con una prueba €-insert adicional de que la insercion

preserva la propiedad de orden.

Estos ejemplos ilustran el poder del sistema de tipos de Agda para capturar invariantes complejas de estructuras
de datos y razonar sobre la correccion de las operaciones. El convertir un arbol binario genérico en un BST no
solo lo hace més eficiente para ciertas tareas, sino también mas seguro, ya que se garantiza que se preservara la
propiedad de orden.

3.5. Abstracciones algebraicas

A lo largo de nuestro recorrido por las estructuras de datos funcionales, hemos visto una variedad de ejemplos
concretos como listas, mapas y arboles, cada uno con sus propias operaciones y caracteristicas unicas. Sin
embargo, si miramos mas allad de los detalles especificos, podemos notar ciertos patrones recurrentes que
emergen una y otra vez.

Estos patrones comunes son la base de las abstracciones algebraicas, un concepto poderoso que nos permite
escribir codigo genérico capaz de funcionar con multiples estructuras de datos, tanto las que ya conocemos
como las que ain no hemos imaginado. Al aprovechar estas abstracciones, nuestro codigo se vuelve mas
mantenible, reutilizable y componible, lo cual es especialmente util en un lenguaje como Agda, que se destaca
por su expresividad y su potente sistema de tipos.

3.5.1. Monoides

Uno de los patrones mas fundamentales es el monoide, que consiste en un conjunto A junto con una operacion
binaria _<>_, a veces llamada "append" o "combine". Para que Ay _<>_ formen un monoide, deben cumplir dos

leyes.

Primero, la operacion debe ser asociativa, lo que significa que:
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X <> <> Z = X <> <> z

En otras palabras, el orden en que se aplica _<>_ no importa: podemos combinar x e y primero y luego z, oy y

z primero y luego x, y obtendremos el mismo resultado.

Segundo, debe existir un elemento "vacio" o "identidad", llamémoslo &, tal que:

€ <> X=X E X <> €
Esto quiere decir que combinar € con cualquier otro elemento x simplemente nos devuelve x, sin cambios.

En Agda, podemos representar la interfaz de un monoide de la siguiente manera:

record Monoid (A : Set) : Set where

infixr 5 <>

Aqui, mempty representa el elemento identidad €, mientras que _<>_ es la operacion de combinacion.

Muchas estructuras familiares forman monoides de manera natural. Por ejemplo:

»  Las listas, con la concatenacion _++_ y la lista vacia [ ] como identidad.

*  Los ntimeros naturales, con la suma y 0, o con el producto y 1.

*  Los booleanos, con la conjuncioén y true, o con la disyuncion y false.

»  Las funciones de tipo A - A, con la composicion _o_ y la funcion identidad id.

La belleza de los monoides radica en que nos permiten razonar y operar de manera genérica en términos de las
leyes que los definen, sin preocuparnos por los detalles especificos de la estructura subyacente. Un ejemplo de
una operacion util que podemos definir para cualquier monoide es mconcat, que combina una lista entera de

elementos:

mconcat : V {A : Set} - Monoid A -» List A - A

mconcat M = foldr _<>_ mempty

where open Monoid M

Esta funcion simplemente pliega la lista utilizando la operacion de combinacion del monoide, con mempty como

caso base. Funciona para listas, numeros, booleanos, funciones o cualquier otro tipo que forme un monoide,
gracias al poder de la abstraccion.

Pero eso no es todo. Los monoides también tienen la propiedad de componerse de manera elegante. Dados dos
monoides A y B, su producto A x B también forma un monoide, con las operaciones aplicadas componente a

componente:
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instance

:V {AB : Set} » Monoid A -» Monoid B - Monoid (A x B)

MonoidProd MA MB

_<>_ (MonoidProd MA MB) (a , b) (¢ , d) = <> _ MAac, <> _MBbd

Algunos ejemplos interesantes incluyen pares de monoides numéricos como (Sum Nat, Product Nat), que

nos permiten llevar un registro simultdneo de la suma y el producto.

Esta capacidad de componer monoides es invaluable para construir abstracciones mas grandes y complejas a
partir de componentes simples y bien entendidos. Nos permite expresar estructuras y operaciones complicadas
de una manera concisa y modular.

3.5.2. Functores

Los funtores permiten mapear funciones sobre
estructuras preservando su forma.

Otra pieza fundamental en nuestro arsenal de abstracciones es los functores. Un functor es cualquier tipo F que

soporta una operacioén map, la cual nos permite transformar los valores "dentro" de una estructura F aplicando

una funcidn:

record Functor : Sety where

infixl 4 _<$>_

:V {AB:

Set} > (A-B) > FA-FB

map

La idea central es que map nos permite "levantar" cualquier funcion "regular" g : A - B a una funciéon map

g : F A > F Bque opera sobre estructuras F.

Muchos tipos comunes forman funtores de manera natural. Por ejemplo:

»  Las listas, donde map es la funcion habitual que aplica una funcidn a cada elemento.
. Maybe, donde map f (just x) = just (f x),ymap f nothing = nothing.

*  Los arboles, donde map aplica recursivamente una funcion a cada valor en los nodos.
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Pero los functores no se limitan a tipos de datos concretos. Muchos "tipos de tipos" también forman functores.
Por ejemplo, para cualquier tipo fijo E, el tipo (E -_) de funciones que toman un argumento de tipo E es un

functor:

instance

{E : Set} - Functor (E -_)

functore

En este caso, map es precisamente la composicion de funciones _o_

Para que un tipo sea un functor, map debe satisfacer algunas leyes. Primero, aplicar map a la funcion identidad

debe ser equivalente a no hacer nada:

map id id

Segundo, map debe preservar la composicion de funciones:

ma - h) = (ma - (map h
Estas leyes garantizan que map se comporte de una manera razonable y que los functores puedan componerse
arbitrariamente.

Con los functores, podemos escribir cddigo genérico que sea paramétrico en la eleccion del functor. Por

ejemplo, usando solo map, podemos implementar una version genérica de mconcat:

fmconcat : V {A F} -» Functor F -» Monoid (F A

fmconcat F M = foldr _<>_ mempty

where open Functor F

open Monoid M

Esta funcion toma un functor F, un monoide para F A, y una lista de F As, y los concatena genéricamente.
Primero mapea _<>_ sobre la lista y luego la reduce con mconcat. Funciona para listas de listas, listas de Maybe,

listas de funciones o cualquier lista de estructuras functoriales para las que tengamos un monoide.

Esto demuestra la sinergia entre functores y monoides: los functores nos permiten manipular valores dentro de
estructuras, mientras que los monoides nos permiten combinar esas estructuras. Juntos forman una base sélida

para construir programas genéricos.

3.5.3. Funtores Aplicativos

Estrechamente relacionados con los functores regulares estdn los functores aplicativos, o simplemente
aplicativos.

Los aplicativos son como functores potenciados: no solo nos permiten aplicar funciones a valores dentro de un
contexto, sino que ademas nos permiten aplicar funciones que ya estin dentro del contexto a valores que

también estan en €él.
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Formalmente, un aplicativo es cualquier tipo F con dos operaciones:

record Applicative : Sety where

infixl 4 _<*>_

pure : V {A} o A->FA

Aqui, pure toma un valor x y lo envuelve en el contexto aplicativo F, mientras que _<*>_ toma una funcion g

ya envuelta en F y un argumento x también envuelto en F, y produce el resultado de aplicar g a x, ain dentro de
F.

Todo aplicativo es también un functor, como se puede ver en la definicién por defecto de map en términos de

purey _<*> . Pero los aplicativos pueden hacer mas que solo mapear.

Muchos tipos de datos forman aplicativos de manera natural, como Maybe, las listas y las funciones. Los

aplicativos realmente brillan cuando se trata de combinar multiples efectos o contextos. Por ejemplo, si tenemos
dos valores Maybe y queremos aplicarles una funcion binaria pura:

<+> : Maybe Nat - Maybe Nat - Maybe Nat

mx <+> my = pure _+_ <*> mx <*> my

Aqui, primero envolvemos la funcién _+_ en el contexto Maybe usando pure, y luego la aplicamos a mx y my
usando _<*>_. Si alguno de mx o my es nothing, el resultado serd nothing; de lo contrario, obtendremos just

la suma.

Comparese esto con utilizar solo map, que requiere anidar cases y mapear manualmente. Con los aplicativos,

todo ocurre automaticamente bajo un mismo estilo de composicion.

Los aplicativos también tienen sus propias leyes, que aseguran que se comporten de una manera consistente y
componible. Con ellos, podemos secuenciar calculos independientes, ignorar algunos resultados, acumular
multiples resultados o aplicar funciones bajo efectos, todo de forma genérica sobre cualquier estructura de datos
que satisfaga las leyes de los aplicativos. Esto nos proporciona un marco expresivo para construir programas
complejos a partir de partes mas simples y reutilizables.

En este capitulo, exploramos diversas estructuras de datos funcionales en Agda, desde listas hasta arboles y
abstracciones algebraicas como monoides y funtores. Agda nos permite expresar conceptos complejos de manera
clara y concisa, aprovechando su sistema de tipos para garantizar la correccién del cédigo. Estas bases nos
preparan para temas avanzados como programacidén genérica y verificacidén formal de programas en los préximos
capitulos. Con este conocimiento, estaremos listos para aprovechar al maximo la programacién funcional en
Agda.

Pagina 62 de 171



Define tu propia versién del tipo de datos "List™ en Agda. Implementa funciones basicas como
“longitud’, “reversa’, y “mapear .

Define un tipo de dato para darboles binarios. Implementa funciones para insertar un elemento, buscar

Implementa un mapa asociativo simple usando una lista de pares. Proporciona funciones para insertar,
buscar y eliminar elementos.

Define la clase de tipo "Functor® en Agda. Proporciona instancias para "Maybe , “List’, y tu

Define la clase de tipo "Monad™ en Agda. Implementa las instancias para "Maybe™ y “List . Luego,
utiliza la notacidén do para escribir una funcidén que realice una secuencia de operaciones que puedan
fallar (usando “Maybe’).

Define la clase de tipo "Applicative’ en Agda. Proporciona instancias para "Maybe® y "List’.

Implementa una estructura de datos de cola persistente en Agda. Asegurate de que las operaciones de
encolar y desencolar tengan una complejidad de tiempo amortizado O(1).
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Capitulo 4: Sistemas de tipos
avanzados

En este capitulo, exploraremos las poderosas
caracteristicas del sistema de tipos de Agda. Nos
sumergiremos en los tipos dependientes, que nos
permiten codificar propiedades directamente en los
tipos. Ademas, aprenderemos sobre los tipos
coinductivos para representar estructuras
infinitas y la capacidad de inferir
automaticamente tipos para reducir la verbosidad.
También abordaremos el polimorfismo paramétrico y
ad-hoc para escribir cdédigo genérico, junto con el
concepto de argumentos irrelevantes para mejorar
el rendimiento. Al finalizar este capitulo, veras
los tipos como un lenguaje preciso para
especificar y restringir el comportamiento de tus
programas, brindandote las herramientas necesarias
para aprovechar al maximo el sistema de tipos de
Agda en tu propio cddigo.

4.1. Introduccion

A lo largo de nuestra travesia por la programacion funcional en Agda, hemos construido cimientos robustos al
comprender los conceptos fundamentales y trabajar con estructuras de datos esenciales. Ahora, con ese
conocimiento en nuestro haber, estamos preparados para sumergirnos en una de las facetas mas fascinantes y
potentes de Agda: su sistema de tipos.

El sistema de tipos de Agda es excepcionalmente expresivo, yendo mas alld de lo que ofrecen los lenguajes de
programacion convencionales. No solo nos permite especificar la forma y estructura de los datos, sino también
codificar propiedades, relaciones e invariantes profundos directamente en los tipos mismos. Esto eleva el rol del
sistema de tipos, pasando de ser un mero mecanismo de clasificacion de datos a convertirse en un verdadero

lenguaje para expresar la ldgica y el comportamiento esperado de nuestros programas.
En este capitulo, exploraremos varias caracteristicas avanzadas del sistema de tipos de Agda:

*  Tipos dependientes que pueden hacer referencia y depender de valores.
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»  Tipos coinductivos para representar estructuras de datos potencialmente infinitas.
» Inferencia de tipos para reducir la carga de anotaciones explicitas.

*  Polimorfismo paramétrico para escribir coddigo genérico y reutilizable.

*  Argumentos irrelevantes que pueden ser ignorados durante la ejecucion.

Dominar estos conceptos nos permitira escribir codigo Agda mas expresivo, preciso, genérico, modular y facil
de razonar. Daremos un gran salto, pasando de usar tipos principalmente para clasificacion, a emplearlos como
un sistema formal para especificar y restringir el comportamiento de nuestros programas.

Al final de este capitulo, veras los tipos bajo una nueva luz: no solo como una herramienta para detectar errores,
sino como un lenguaje de precision, abstraccion y prueba. La clave para desbloquear la verdadera potencia de la
programacion funcional dependiente de tipos.

4.2. Tipos dependientes

La caracteristica definitoria del sistema de tipos de Agda, que lo distingue de la mayoria de los lenguajes de
programacion, es la presencia de tipos dependientes. Mientras que en lenguajes tradicionales los tipos solo
pueden referirse a otros tipos, en Agda los tipos pueden depender de términos.

Tipos como especificaciones

Verificaciéon Automatica Pre/post Condiciones

A

Imagen 11 - Especificaciones como Tipos en Agda.
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4.2.1. Tipos indexados

El ejemplo candnico de un tipo dependiente son los llamados tipos indexados, donde los valores de un tipo

estan marcados o indexados por algtn otro valor. Consideremos el tipo Vec, que representa vectores o listas de

longitud fija:

Video 04: Definicion del tipo Vec

data Vec (A : Set) : Nat - Set where

[ : Vec A zero

it : {n : Nat} » A > Vec A n > Vec A (suc n)

Aqui, Vec toma dos argumentos: un tipo A y un natural n, y produce un tipo Vec A n representando vectores de
elementos de tipo A con longitud exactamente n. El constructor [ ] produce el vector vacio, que tiene longitud
zero, mientras el constructor _::_ toma una cabeza de tipo A y una cola Vec A n, y produce un nuevo vector de

longitud suc n.

Lo interesante es que la longitud del vector no es simplemente una propiedad o invariante extrinseco que se

deba mantener por separado, sino que esta inextricablemente entretejida en el tipo mismo del vector. Un Vec
Nat 5, por ejemplo, no es solo una lista de nimeros naturales; es una lista de nimeros naturales que tiene

exactamente 5 elementos, por definicion.
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Esto nos permite escribir funciones que son genéricas en la longitud del vector, pero al mismo tiempo tienen
acceso a esa informacion para fines de especificacion del tipo:

head : {A : Set} {n : Nat} - Vec A (suc n) » A

head (x :: xs) = x

tail : {A : Set} {n : Nat} - Vec A (suc n) - Vec A n

La funcion head toma un Vec A (suc n) - es decir, un vector no vacio de longitud suc n -y devuelve su
primer elemento. Si intentdramos aplicar head a un vector vacio [ ], obtendriamos un error de tipos, ya que [ ]
no coincide con el patrén x :: xs. De manera similar, tail devuelve todos excepto el primer elemento de un

vector, y su tipo refleja el hecho de que el vector resultante tiene un elemento menos que la entrada.

4.2.2. Proposiciones como tipos

Mas alla de simplemente indexar estructuras de datos con informacion adicional, los tipos dependientes también
nos permiten codificar proposiciones o aserciones logicas directamente en el sistema de tipos. La idea central es
que podemos representar una proposicion logica como un tipo, donde los habitantes o términos de ese tipo
corresponden a pruebas o justificaciones de la verdad de esa proposicion.

Por ejemplo, consideremos la proposicion "n es par", para algin niimero natural n. Podemos representar esto

como un tipo dependiente Par:

data Par : Nat - Set where

cero : Par zero

dos : {n : Nat} - Par n - Par (suc (suc n))

El constructor cero asevera que zero es par (tomando esto como una verdad axiomatica), mientras que dos
dice que si n es par, entonces suc (suc n) también debe ser par. Dada esta definicion, podemos construir

términos del tipo Par n para varios nimeros naturales n:

parDos : Par 2

parDos = dos cero

Par 4

parCuatro :

n parCuatro = dos (dos cero)

CCro

dos cero

dos (dos cero)

dos (dos (dos cero))
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% dos (dOS (dOS (dOS CGI’O)))

Aqui, parDos y parCuatro no son simples valores booleanos afirmando que 2 y 4 son pares; son pruebas

reales, construidas utilizando la logica definida por el tipo Par, de que esas afirmaciones son verdaderas.

Abhora, si tuviéramos una funcidén que requiere que su entrada sea par, podriamos expresar €so en su tipo:

dobleImpar : (n : Nat) - Par n - Nat

dobleImpar zero cero = zero

dobleImpar (suc (suc n)) (dos p) = suc (suc (dobleImpar n p))

Parn Par es un predicado a nivel de tipo que expresa que n es un numero par

Prime x Prime es un predicado que captura la nocién de primalidad

Ordenada xs Ordenada es un predicado sobre listas que expresa que Xs esta en orden

BSTt BST es un predicado que expresa que t cumple las propiedades de arbol binario de
busqueda blsqueda

Inyectiva f Inyectiva captura la propiedad de inyectividad para funciones

x:P El tipo P puede verse como el conjunto de pruebas de la proposicién P

La funcién dobleImpar toma un natural n y una prueba p de que n es par, y devuelve el doble de n (que se
puede demostrar que siempre es par). Observemos como el tipo de la prueba p varia segtn el valor de n en cada
caso: en el caso base es cero, mientras que en el paso inductivo es dos p, reflejando la estructura recursiva de
la prueba.

Esta profunda correspondencia entre proposiciones y tipos, a veces llamada la correspondencia de Curry-
Howard o el isomorfismo de proposiciones-como-tipos, es una de las ideas mas potentes y fundamentales no
solo en la teoria de tipos dependientes, sino en la l6gica matematica y la informatica tedrica en general. Permite
una hermosa simetria donde las especificaciones (expresadas como tipos) y las implementaciones (expresadas
como términos) pueden mezclarse libremente, cada una sirviendo como un lenguaje para definir y restringir a la

otra.

4.2.3. Ejemplos practicos

A continuacion, se presentan algunos ejemplos mas de como podemos utilizar tipos dependientes para expresar

propiedades e invariantes de manera practica en el cédigo Agda.

Ordenamiento de listas: Podemos definir una version del tipo List que garantice que sus elementos estén

siempre ordenados:

data OrdList : Set - Set where

2 nil : {A : Set} - OrdList A
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cons : {A : Set} - (x : A) - (xs : OrdList A) » ((y : A) -y € xs » y 2 x) -» OrdList A

4 | data OrdList : Set - Set where

Aqui, el constructor cons requiere una prueba de que todos los elementos y en la cola xs son mayores o iguales
al nuevo elemento x. Entonces, por construccion, cualquier término de tipo OrdList necesariamente representa

una lista ordenada.

Tablas bien tipadas: Otro ejemplo comun es garantizar que las tablas o estructuras de datos similares a

registros tengan el tipo correcto en cada campo:

record Tabla (Campos : List Set) : Set where

field

filas : List (Todos Campos)

data Todos : List Set - Set where

nil : Todos []

6 cons : {A : Set} {As : List Set} -» A - Todos As - Todos (A :: As)

Una Tabla estd parametrizada por una lista de tipos Campos, y tiene un unico campo filas que almacena una
lista de registros, cada uno conteniendo un valor para cada uno de los tipos de Campos en orden. La funcion
auxiliar Todos asegura que cada registro tenga exactamente los tipos correctos. Por lo tanto, algo del tipo Tabla
[ String , Int , Bool ] esuna tabla con tres columnas (un string, un entero y un booleano) donde cada fila

sigue ese esquema exacto.

Listas con longitud: A menudo en la programacion necesitamos no solo la estructura de una lista, sino también
informacion sobre su longitud. Podemos codificar esto directamente en el tipo:

1 | record ListaConLong (A : Set) : Nat - Set where

2 field
3 lista : List A
4 long : longitud lista

Un valor de tipo ListaConLong A n es un registro con dos campos: la lista subyacente 1lista, y una prueba
long de que la longitud de 1ista es exactamente n. El campo long utiliza una funcién longitud que calcula la
longitud de una lista (que se define facilmente por recursion). Entonces, el cliente de ListaConLong tiene

acceso no solo a la estructura de la lista, sino también a su longitud, integrada en el tipo.

Estos son solo algunos ejemplos de las innumerables formas en que los tipos dependientes nos permiten
codificar informacién mas rica en los tipos. Al indexar tipos con valores y tratar las proposiciones como tipos
habitados por pruebas, podemos dar definiciones precisas y matematicamente exactas de las estructuras de datos
y algoritmos, y tener esas definiciones verificadas durante la compilacion. Esto eleva el nivel de especificacion
y abstraccion en el que podemos programar, y abre un enorme abanico de posibilidades para crear software

correcto, mantenible y reutilizable.
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4.3. Tipos coinductivos e infinitos

Hasta ahora, los tipos que hemos visto - tanto basicos como dependientes - han sido tipos inductivos o finitos.
Es decir, sus valores se construyen mediante un nimero finito de aplicaciones de constructores, y los algoritmos
que operan sobre ellos eventualmente terminan descomponiendo esas estructuras finitas. Pero ;qué sucede con

las estructuras que podrian continuar indefinidamente, como flujos, procesos o interacciones infinitas?

Agda nos permite definir y manipular tales estructuras infinitas utilizando tipos coinductivos (Tipos que
representan estructuras potencialmente infinitas o ciclicas). Mientras que los tipos inductivos se definen
especificando coémo construir o descomponer sus valores finitos, los tipos coinductivos se definen especificando
cémo observar o interactuar con sus valores potencialmente infinitos.

4.3.1. Flujos

El ejemplo estandar de un tipo coinductivo es el tipo de los flujos o streams:

record Stream (A : Set) : Set where

coinductive

field

n head : A

tail : Stream A

Un Stream de valores de tipo A se define como un registro con dos campos: head, que es un valor de tipo A, y
tail, que es en si mismo otro Stream A. Observemos que no hay caso base - un Stream puede simplemente

continuar proporcionando mas elementos head y tail indefinidamente.

Podemos definir algunos streams basicos de la siguiente manera:

zeros : Stream Nat

zeros = record { head = @ ; tail = zeros }

ones : Stream Nat

ones

record { head = 1 ; tail = ones }

nats : Stream Nat

nats

record { head = @ ; tail = map suc nats }

Aqui, zeros es el stream constante de solo ceros, ones es el stream constante de solo unos, y nats es el stream

de los nimeros naturales comenzando desde cero. Todos estos streams son infinitos - conceptualmente,

podemos pensarlos simplemente como funciones de los nimeros naturales a los valores A (también conocidos

como series de potencias formales en matematicas).

Debido a que los streams son infinitos, los consumimos utilizando funciones que solo inspeccionan una parte
finita de la estructura a la vez:

take : {A : Set} -» (n : Nat) » Stream A - Vec A n

2 | take zero _ =11

Pagina 70 de 171



take (suc n) xs = head xs :: take n (tail xs)

filter : {A : Set} - (A - Bool) - Stream A - Stream A

head (filter p? xs) with p? (head xs)
n ... | false = head (filter p? (tail xs))
... | true = head xs
n tail (filter p? xs) with p? (head xs)
tail (filter p? (tail xs))

... | false

10 | ... | true

filter p? (tail xs)

La funcion take n xs devuelve un vector de los primeros n elementos del stream xs, mientras que filter p?
xs devuelve un nuevo stream consistente solo de aquellos elementos de xs que satisfacen el predicado p?. En

ambos casos, solo se inspecciona una parte finita del stream de entrada, y la evaluacion se "detiene" en algliin

punto, a pesar de que el stream subyacente pueda ser infinito conceptualmente.

4.3.2. Procesos e interacciones

Los streams son solo el comienzo: los tipos coinductivos pueden utilizarse para modelar todo tipo de estructuras
y procesos infinitos o abiertos. Algunos ejemplos interesantes incluyen:

Procesos de entrada/salida: Es posible representar programas interactivos que se comunican con el mundo

exterior como un tipo coinductivo:

data Instr (A : Set) : Set where

Put : String - Instr A

Get : (String - Instr A) - Instr A

n Return : A - Instr A

record I0 (A : Set) : Set where

n coinductive

field

8 run : Instr (IO A)

Una instruccion (Instr) puede ser Put, que emite una cadena al mundo; Get, que espera una cadena del mundo
y continua; o Return, que finaliza con un valor de tipo A. Un programa IO A es entonces una secuencia
coinductiva de tales instrucciones que eventualmente devuelve un valor de tipo A. Esta definicion captura la

naturaleza potencialmente infinita de las interacciones de entrada/salida.

Arboles infinitos: Asi como los streams generalizan las listas a estructuras lineales infinitas, es posible

generalizar los arboles para permitir ramas infinitas:

record Tree (A : Set) : Set where

coinductive

field

4 label : A
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. child : List (Tree A)

Un arbol (Tree A) tiene un elemento label en su raiz y una lista (potencialmente infinita) de subarboles child.

Esto nos permite definir estructuras como arboles binarios infinitos:

data Direction : Set where

Left : Direction

Right : Direction

record BinTree (A : Set) : Set where

coinductive
field
label : A

child : Direction - BinTree A

complete : {A : Set} -» A - BinTree A

label (complete x) = x
child (complete x) Left = complete x

12 | child (complete x) Right = complete x

El arbol binario complete x tiene el valor x en cada nodo y se bifurca infinitamente tanto a la izquierda como a

la derecha.

Automorfismos: En teoria de categorias, un automorfismo es un isomorfismo de un objeto a si mismo. Los
automorfismos suelen codificar simetria o estructura algebraica en un objeto. Con tipos coinductivos, es posible
representar automorfismos potencialmente infinitos:

record = (A B : Set) : Set where

coinductive

field

to : A-B

from : B > A

rotations : {A : Set} - Stream A - Stream A

head (rotations xs) = head xs

n tail (rotations xs) = rotations (tail xs)

shift : {A : Set} - List A - List A

shift (x :: xs) = xs ++ [ x ]

rotation : {A : Set} - (xs : Stream A) - xs = rotations xs

to (rotation xs) = id

14 | from (rotation xs) = id
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Aqui, rotations toma un stream xs y produce el stream de todas sus rotaciones (obtenidas tomando
repetidamente la cola del stream anterior). Luego, rotation produce un isomorfismo entre cualquier stream y

el stream de sus rotaciones, capturando una especie de simetria ciclica infinita.

Los tipos coinductivos nos brindan una poderosa herramienta para razonar no solo sobre estructuras de datos
infinitas, sino también sobre procesos, interacciones y relaciones infinitas. Al extender el dominio de los valores
sobre los cuales los tipos pueden hablar para incluir comportamientos infinitos, los tipos coinductivos amplian

significativamente el poder expresivo del sistema de tipos de Agda.

graph LR

A[Stream] --> B[head] & C[tail]
C --> D[head] & E[tail]

E --> F[head] & G[tail]

G --> H[head] & I[tail]

6 | I -->13J[...]

Agda vtiliza inferencia de tipos para deducir
informacion de tipo no especificada explicitamente.

Una de las caracteristicas clave que hace que Agda sea practico de usar, a pesar de su extremadamente
expresivo sistema de tipos, es el soporte para la inferencia de tipos. En muchos casos, Agda puede deducir
automaticamente los tipos requeridos basandose en el contexto circundante y la estructura del programa,
evitando que el programador tenga que anotar todo explicitamente.

Mecanismo de Explicacion Ejemplo
Inferencia
Argumentos Los argumentos de tipo entre llaves { } son inferidos id: {A:Set} > A—A
Implicitos automaticamente cuando es posible
Inferencia El algoritmo alterna entre inferencia (de términos a tipos) y chequeo suc : Nat — Natsucn=n+1
Bidireccional (de tipos esperados a términos)
Unificacion Encuentra sustituciones para variables de tipo que hacen que los app: {AB:Set} - (A—B)—A
tipos coincidan — Bapp fx=1x
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Resolucion de Resuelve restricciones de tipo generadas durante la inferencia show : {A: Set} { Show A} — A
Restricciones usando instancias disponibles — String

4.4.1. Argumentos implicitos

Ya hemos visto una forma bésica de inferencia de tipos en accion: los argumentos de tipo implicitos. Cualquier
argumento escrito entre llaves { } se trata como "implicito" y se espera que Agda lo infiera en lugar de ser

proporcionado explicitamente en el sitio de llamada.

Por ejemplo, consideremos la funcion polimorfica identidad:

id : {A : Set} - A- A

2 |id x = x

El tipo A es un argumento implicito, lo que significa que al llamar a id, no necesitamos especificar A

explicitamente:

foo : Nat

2 | foo = id 42

Aqui, Agda infiere que A debe ser Nat para que el tipo del argumento 42 coincida con el tipo declarado de id.

Es posible hacer un argumento atin mas implicito utilizando { | en lugar de { }:

o :{ABC: Setp»> (B-C)->(A->B) - (A-0C)

2 | (feg)x="Ff(gx)

Ahora podemos escribir (f o g) x sin proporcionar los tipos A, B y C en absoluto, ya que serdn inferidos del

contexto circundante.

Los argumentos implicitos son particularmente utiles para los tipos que aparecen repetidamente en una
definicion pero que rara vez o nunca varian, como los tipos de contenedores en estructuras de datos
polimorficas. Nos permiten acortar lo verboso y mejorar la legibilidad de las definiciones y los sitios de
llamada.

4.4.2. Resolucion de restricciones

La inferencia de argumentos implicitos permite a Agda admitir un estilo de programacion similar a las clases de
tipo de Haskell, utilizando registros o médulos parametrizados como "restricciones" sobre los tipos.

Por ejemplo, podemos definir un registro Eq que representa la restriccion de que un tipo admite la igualdad:

record Eq (A : Set) : Set where

field

== : A - A - Bool

Y luego definir funciones genéricas que solo requieran que sus argumentos de tipo satisfagan Eq:
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elem : JEq A} - A - List A - Bool

elem x [] = false

elem x (y :tys) = x ==y V elem x ys

Observemos como el tipo A para la funcion elem no aparece como un argumento explicito. En cambio,
confiamos en que Agda lo resuelva a partir de los argumentos de valor x y ys, y luego compruebe que hay una

instancia Eq A disponible en el ambito.

Al igual que con las clases de tipo de Haskell, es posible definir instancias de estos registros/restricciones para
tipos concretos:

instance

EgNat : Eq Nat

_==_ {EgNat} zero zero = true

_==_ {EgNat} zero (suc _) = false

_==_{EgNatp (suc _) zero = false

==_ {EgNatp (suc n) (suc m) = n ==m

EqList : {Eq A} » Eq (List A)

_==_ {EqList egA} [] [1 = true
_==_ {EqList eqgA} [] (y :: ys) = false
_==_ {EqList egA} (x :: xs) [] = false

_==_ {EqList egA} (x :: xs) (y it ys) = X ==y A XS == ys

EgNat proporciona igualdad para los niimeros naturales, mientras que EqList define la igualdad estructural
para listas en términos de la igualdad de sus elementos. Entonces, por ejemplo, el tipo Bool que aparece en el

tipo de == para EqList se resolvera a partir de la instancia Eq A que se pasa como argumento implicito eqA.

Esta combinacion de restricciones como registros y resolucion implicita de argumentos conduce a un estilo de
programacion genérico y modular, donde las definiciones que requieren capacidades particulares (como la
igualdad) de sus tipos pueden expresar esos requisitos como restricciones, y luego las instancias para tipos
concretos pueden ser mezcladas y combinadas de forma transparente.

4.4.3. Inferencia bidireccional

Ademas de la inferencia de argumentos implicitos, Agda emplea un algoritmo mas general llamado "inferencia
bidireccional" para deducir tantos tipos como sea posible.

La idea central es dividir la tarea de verificacion de tipos en dos fases o modos: comprobacion (o elaboracion),
donde se espera un tipo y se comprueba que un término tenga ese tipo; e inferencia (o restriccion de tipos),
donde se comienza con un término y se trata de calcular su tipo. Estos dos modos se alternan y alimentan entre
si: la comprobacion de un término complejo implica inferir los tipos de sus subexpresiones, mientras que inferir
el tipo de una aplicaciéon de funcidon puede requerir comprobar que los argumentos coincidan con los tipos
esperados de los parametros.

Pagina 75 de 171



Por defecto, Agda intenta inferir el tipo de un término siempre que sea posible. Por ejemplo, en una definicion

como:

double : Nat - Nat

2 | double x = x + X

Agda infiere el tipo del lado derecho x + x comenzando con la variable x : Nat y construyendo el tipo de
resultado Nat usando las reglas de tipo para los nimeros naturales y la adicion. Esto se propaga hacia arriba, por

lo que no necesitamos anotar explicitamente el tipo de x o del cuerpo de la funcion.

Sin embargo, la inferencia no siempre es posible, especialmente en presencia de tipos dependientes donde el
espacio de posibles tipos es mucho mas grande y complejo. En estas situaciones, podemos proporcionar
"sugerencias" de tipos al comprobador, ya sea como anotaciones de tipos locales o argumentos explicitos. Por

ejemplo:

successor : (n : Nat) - Vec A n - Vec A (suc n)

2 | successor n xs = {! suc n!} :: xs

Aqui anotamos el primer argumento de _::_ con una expresion suc n para ayudar a guiar la inferencia de tipos.

De lo contrario, Agda no tiene forma de saber qué tipo se espera que tenga la longitud del vector resultante, ya
que depende del valor de n.

En general, el algoritmo de inferencia bidireccional de Agda intenta minimizar la necesidad de anotaciones de
tipos manteniendo un contexto global de restricciones de tipos y resolviendo las metas (tipos "faltantes")
utilizando unificacion y resolucion de restricciones. Recurre a la comprobacién siempre que no puede hacer una
eleccion tnica de tipo a partir de la informacion disponible localmente.

4.4.4. Patrones de inferencia de tipos

A la luz del potente soporte de Agda para la inferencia de tipos, veamos algunos patrones y mejores practicas
comunes para aprovechar al méaximo esta caracteristica en el codigo dependiente de tipos.

Argumentos implicitos

Como regla general, cualquier argumento que mencione un tipo o una prueba, pero no se use directamente en el
cuerpo de la definicion es un buen candidato para ser implicito. Esto incluye la mayoria de los argumentos de

tipo, indices de tipo y pruebas de propiedades.

Por ejemplo, al escribir funciones sobre vectores, generalmente querremos hacer que la longitud del vector sea

implicita:

_4++_ @ {A : Setp - {m n : Natp - Vec Am > Vec An - Vec A (m+ n)
[] ++ ysS = ys

(X :2 Xs) ++ ys = x i (XS ++ ys)

Aqui A, my n son todos implicitos, ya que rara vez los proporcionaremos explicitamente y en cambio dejaremos

que Agda los infiera de los vectores de entrada reales.
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Encadenamiento de funciones

Al componer o encadenar multiples funciones, es mejor poner las aplicaciones parciales antes que los

argumentos explicitos para maximizar las oportunidades de inferencia:

proceso : String - Nat

2 | proceso = length o words o trim

Si hubiéramos escrito proceso s = length (words (trim s)), Agda habria requerido anotaciones de tipo
para words y trim, ya que no podria inferir el tipo intermedio String. Pero el estilo point-free length o
words o trim encaja perfectamente con la inferencia bidireccional, ya que cada funcion produce exactamente

el tipo que la siguiente espera.
Retroceso a explicito

En casos donde la inferencia se atasca o infiere el tipo incorrecto, siempre podemos proporcionar anotaciones
explicitas para desambiguar o forzar un tipo particular. Esto suele ser necesario cuando hay multiples
restricciones o instancias en el scope que podrian aplicarse, o cuando necesitamos un tipo mas especifico que el
que Agda inferiria por defecto.

mitad : Nat - Nat

mitad = div 2

where

div : (x y : Nat) - Nat

div = quot {Nat} -- inferencia elegiria Integer en su lugar

Sin la anotacion {Nat}, Agda elegiria el tipo de division "predeterminado” que opera en Integer en lugar de
Nat. Al proporcionar el argumento explicito, anulamos ese comportamiento predeterminado y forzamos el uso

del quot que opera sobre naturales.

Utiliza argumentos implicitos para:

«  Tipos y pruebas que se mencionan en tipos pero rara vez se usan explicitamente.

«  Indices y pardametros que se pueden inferir ficilmente de los argumentos de valor.

»  Restricciones y capacidades requeridas que normalmente se resuelven a partir del contexto.
Utiliza argumentos explicitos para:

*  Valores y términos computacionalmente relevantes.

»  Tipos o pruebas que no se pueden inferir o que se necesitan para guiar la inferencia.

*  Desambiguar entre multiples posibles restricciones o instancias.
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En general, apunta a minimizar la necesidad de anotaciones explicitas al reestructurar las definiciones para
aprovechar al maximo la inferencia bidireccional, pero no temas retroceder a explicito cuando sea necesario

para la claridad o para forzar un tipo particular.

4.5. Polimorfismo

El polimorfismo es un aspecto clave en cualquier sistema de tipos practico y expresivo. Nos permite escribir
codigo genérico que funciona de manera uniforme sobre diversos tipos, maximizando la reutilizacion mientras
preservamos solidas garantias de correccion. Agda soporta varias formas de polimorfismo, cada una con sus
propias ventajas y casos de uso.

Paramétrico Funciones que trabajan id: {A:Set} > A—A idx=x
uniformemente sobre muchos tipos,
sin poder distinguirlos
Ad-hoc _ Funciones que pueden tener == :{A:Set} - A— A— Bool instance eqNat: {xy:N} — x
diferentes implementaciones para = y=primEqNatxy eqVec: {n:N} {A: Set} — (eqA:A — A

diferentes tipos — Bool) — (xs ys : Vec An) — xs ==ys = primEqVec n eqA xs ys

De Subtipado | Funciones que trabajan sobre un tipo size: {A:Set} > {n:N} > VecAn—Nsize { } {n} =n
y sus subtipos - -

Dependiente Funciones cuyos tipos dependen de | replicate : {n: N} — {A: Set} — A — Vec An replicate {zero} =
los valores [] replicate {suc n} x =x :: replicate {n} x

A continuacién, exploraremos cada uno de estos tipos de polimorfismo en detalle, viendo cémo nos permiten

escribir c6digo mas genérico, modular y reutilizable.

4.5.1. Polimorfismo paramétrico

La forma mas fundamental de polimorfismo en Agda es el polimorfismo paramétrico (Capacidad de escribir
codigo que funciona con multiples tipos de datos). Con él, las funciones o tipos toman otros tipos como
pardmetros. Esto les permite trabajar de manera uniforme sobre todos los posibles tipos que podrian sustituir a
€sos parametros. Veamos algunos ejemplos:

id : {A : Set} - A-> A

map : {A B : Set} - (A > B) » List A » List B

data Maybe (A : Set) : Set where

nothing : Maybe A

just : A - Maybe A

Una propiedad clave del polimorfismo paramétrico es la parametricidad. Esto significa que las funciones
paramétricamente polimorficas deben tratar sus argumentos de tipo de manera completamente genérica y
abstracta, sin poder inspeccionarlos o desarmarlos de ninguna manera.

Pagina 78 de 171



Esta propiedad tiene poderosas consecuencias. Por ejemplo, si consideramos el tipo {A : Set} - A - A, nos

damos cuenta de que solo puede tener un habitante: la funcion identidad. Cualquier otra implementacion
requeriria "saber" algo concreto sobre A, lo cual esta prohibido por la parametricidad.

En general, los tipos de funciones paramétricamente polimoérficas restringen mucho sus posibles
implementaciones. Esto nos permite derivar "teoremas gratis" sobre ellas s6lo a partir de sus tipos, sin siquiera
mirar su codigo. Aqui radica el verdadero poder de la parametricidad.

A nivel practico, el polimorfismo paramétrico promueve un estilo de programacion basado en la composicion de
pequeiias abstracciones reusables. Podemos definir conceptos genéricos como funtores y monadas (Estructura
que encapsula computos y efectos secundarios de manera componible), y luego mezclarlos y combinarlos en
programas mas grandes que funcionan con muchos tipos de datos diferentes. La generalidad de los componentes
polimérficos los hace ampliamente aplicables y reutilizables.

graph TD

A{(A : Set) - F A} --> B(F Nat)

A --> C(F Bool)

A --> D(F String)

A --> E(F (List Nat))

A --> F(...)

4.5.2. Polimorfismo ad-hoc

Si bien el polimorfismo paramétrico es extremadamente potente, a veces necesitamos la flexibilidad de tratar
ciertos tipos de manera especial o de restringir las posibles instancias de un tipo polimorfico. Aqui es donde
entra en juego el polimorfismo ad-hoc (Comportamiento diferente de una funcidon segin el tipo de sus
argumentos) en Agda.

La forma més comun de polimorfismo ad-hoc en Agda es a través de registros o mddulos que representan

interfaces. Por ejemplo, podemos definir un registro para tipos que soportan igualdad:

record Eq (A : Set) : Set where

field

== : A - A - Bool

Luego podemos escribir funciones genéricas que requieren que sus argumentos de tipo sean "igualables":

elem : { EQ A} - A - List A - Bool

elem x [] = false

elem x (y :tys) = x ==y V elem x ys

La funcién elem usa la operacion _==_ que se resuelve implicitamente a partir de la restriccion Eq A en el

contexto. Podemos definir instancias de Eq para tipos especificos:
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instance

EgNat : Eq Nat

_==_ { EgNat [ = egNat

EqList : §{ Eq A } - Eq (List A)

==_{ EqList eqA | [] [] = true

=_ { EqList egA | (x :: xs) (y ::ys)

I
X
I
I

y A XS == ys

_==_{ EqlList eqA |} _ _ = false

EgNat simplemente usa la igualdad incorporada egNat, mientras que EqList define la igualdad de listas
recursivamente en términos de la igualdad _==_ de sus elementos, que se obtiene de la restriccion Eq A pasada
implicitamente.

Asi logramos sobrecargar definiciones genéricas con implementaciones especificas para cada tipo, obteniendo
lo mejor de ambos mundos: codigo genérico y modular, pero con la posibilidad de especializaciéon donde sea

necesario. Los diccionarios de métodos implicitos provistos por los registros garantizan que se use la

implementacion correcta en cada sitio.

4.5.3. Clases de tipos

Las clases de tipos son otra forma de estructurar el polimorfismo ad-hoc. Si bien Agda no las soporta
directamente, podemos emularlas usando un patrén de codificacion basado en modulos parametrizados.

La idea es definir una "clase de tipos" como un modulo parametrizado por algin tipo A:

module Eq (A : Set) where

infix 4 ==_

field

4 ==_ : A - A - Bool

Luego, definimos las "instancias" abriendo este modulo con tipos especificos y brindando implementaciones

para los campos requeridos:

open Eq Nat renaming (_==_ to egNat)
where
_==_ = primEgNat
module ListEq (A : Set) { _ : Eq A | where

open Eq (List A) public

renaming (_==_ to eqlList)
where
[1==11 = true

(x i xs) == (y:tys) =x ==y A Xxs eqlList™ ys
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12 _=_ : List A - List A - Bool

XS = ys = Xs eqlList’ ys

Aqui abrimos Eq Nat y Eq (List A) (este ultimo con una restriccion Eq A implicita), proporcionamos
definiciones concretas para _==_, y también definimos algunos operadores adicionales como _=_ en términos de

la igualdad subyacente eqList.

Usar modulos parametrizados nos permite definir multiples instancias de una interfaz para el mismo tipo. Por
ejemplo, podriamos tener una segunda nocién de igualdad de listas que ignore el orden:

module UnorderedListEq (A : Set) { _ : Eq A | where
open Eq (List A) public
renaming (_==_ to eqUnorderedList)

n where

Xs == ys = toSet xs == toSet ys

6 infix 4 =
. _= : List A - List A - Bool
8 Xs = ys = xs ~eqUnorderedList” ys

Esto nos da una especie de polimorfismo abierto y extensible, donde podemos agregar nuevos requerimientos a

tipos existentes simplemente definiendo un nuevo modulo e implementando los campos necesarios.

El patron de codificacion de type classes en Agda es muy similar a las type classes en lenguajes como Haskell o
Scala. Algunas diferencias clave:

*  En Agda, no existe una palabra clave class o instance especial - solo usamos el médulo y el mecanismo
de registro estandar.

» Las instancias no se resuelven globalmente, sino que deben importarse explicitamente al scope local. Esto
evita problemas de ambigiiedad o incoherencia.

*  Los programas Agda no generan diccionarios de métodos en tiempo de ejecucion - la resolucion de método
se realiza en su totalidad durante la compilacion.

» Las type classes de Agda son totalmente verificadas durante la compilacién y no tienen ningun costo en
tiempo de ejecucion. Son puramente un dispositivo de estructuracion estatica.

4.6. Relevancia de argumentos

‘ Los argumentos irrelevantes no afectan el resultado de
1 N una funcion y pueden borrarse durante la ejecucion.
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Un aspecto singular del sistema de tipos de Agda es que nos permite indicar la relevancia computacional de los
argumentos de una funcion. Algunos argumentos juegan un papel en el comportamiento en tiempo de ejecucion,
mientras que otros son meramente "indicaciones de tipo" que pueden borrarse de forma segura durante la
compilacion.

4.6.1. Argumentos irrelevantes

En Agda, declaramos un argumento como irrelevante prefijando su nombre con un punto (.). Por ejemplo,

consideremos la funcion replicate:

replicate : (n : Nat) - (x : A) - Vec A n

replicate zero x =[]

replicate (suc n) x

X :: replicate n x

El argumento n aparece en el tipo para indicar el largo del vector resultante, pero no se usa de ninguna manera

computacionalmente interesante en el cuerpo de la funcion. Podemos marcar n como irrelevante:

. replicate : .(n : Nat) - (x : A) - Vec A n

La definicion queda igual, pero ahora el compilador sabe que n puede borrarse durante la ejecucion, ya que no
se usa para tomar ninguna decisién computacional real.
Los argumentos irrelevantes son similares a los implicitos en que a menudo se infieren y pueden omitirse. Pero

van un paso mas alld, garantizando que realmente no se usan de ninguna manera significativa. De hecho, Agda

nos impide usar un argumento irrelevante de forma computacionalmente relevante:

bad : .(x : Nat) - Nat

2 |bad x =x +1

Esto falla en el chequeo de tipos, ya que x se declar6 como irrelevante.

[Por qué entonces molestarse en tomar un argumento que nunca se va a usar? Resulta que los argumentos
irrelevantes a menudo juegan un papel crucial en el tipado y especificaciéon de una funcion, incluso si son

computacionalmente prescindibles.

4.6.2. Aplicaciones en estructuras de datos

Muchas estructuras de datos tienen componentes o indices que son necesarios para expresar invariantes, pero

que pueden borrarse con seguridad en tiempo de ejecucion. Algunos ejemplos incluyen:

Longitud de vectores: Frecuentemente indexamos los vectores con su longitud, la cual resulta irrelevante
computacionalmente:

. data Vec (A : Set) : .Nat - Set where
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2 [] :Vec Ao

i+ {n : Nat} > A > Vec A n - Vec A (suc n)

La longitud no se necesita durante la ejecucion para construir o deconstruir vectores, s6lo para asegurar
estaticamente que tengan el tamafio correcto.

Indices acotados: Otro ejemplo comun son los indices "seguros" en alguna estructura de datos, como Fin n

para numeros entre @ y n-1:

data Fin : .Nat - Set where

zero : {n : Nat} - Fin (suc n)

suc : {n : Nat} -» Fin n - Fin (suc n)

Los constructores zero y suc no utilizan realmente el pardmetro Nat en tiempo de ejecucion; solo esta ahi para

garantizar que siempre tengamos un indice valido para el tamano dado.

Pruebas: Muchos tipos de datos llevan pruebas o evidencia de ciertas propiedades como parametros. Por lo

general, estos son irrelevantes computacionalmente. Por ejemplo:

data SortedList (A : Set) { _ : Ord A} : Set where
[]1 : SortedList A
it (x : A) > .(xs : SortedList A) - .§ _ : (y : A) oy Exs -y 2 x |} » SortedList A
4 | data SortedList (A : Set) § _ : Ord A} : Set where

El tipo SortedList A representa listas ordenadas de elementos de tipo A, donde el orden viene dado por una
restriccion Ord A implicita. El constructor _::_ toma un elemento x, una sublista ordenada xs y una prueba
implicita de que todos los elementos y en xs son mayores o iguales a x. Esta prueba se necesita para garantizar

el invariante de orden, pero puede borrarse con seguridad en tiempo de ejecucion.

4.6.3. Relevancia y eficiencia

Ademas de aliviar la carga en la especificacion de tipos, marcar argumentos como irrelevantes también puede
tener un impacto significativo en la eficiencia. Como el compilador sabe que estos argumentos nunca se
inspeccionan en tiempo de ejecucion, puede eliminarlos por completo durante la compilacion, evitando el costo

de pasarlos y almacenarlos.

Esto puede conducir a mejoras de rendimiento masivas, especialmente para tipos de datos complejos
construidos principalmente con fines de verificacion. Por ejemplo, consideremos un tipo dependiente que

representa matrices junto con sus dimensiones:

record Matrix (A : Set) (m n : Nat) : Set where

field

elements : Vec (Vec A n) m

Pagina 83 de 171



Si marcamos m y n como irrelevantes, el compilador puede representar Matrix A m n simplemente como un
puntero plano a un bloque de m * n elementos de tipo A, en lugar de tener que llevar las dimensiones como
valores separados y verificar los limites en cada acceso.

De manera mas general, los argumentos irrelevantes nos permiten aprovechar la expresividad de los tipos

dependientes para verificacion y especificacion, sin pagar el costo de arrastrarlos en tiempo de ejecucion. Esto
es crucial para hacer que los lenguajes con tipos dependientes sean practicos para la programacion en el mundo

real.
Explicito (x :A) | Nunca inferido - debe proporcionarse en el Relevante - se pasa y utiliza durante la ejecucion
sitio de llamada
Implicito {x: Inferido a partir del contexto de tipo - puede Relevante - se pasa y utiliza durante la ejecucion
A} omitirse
Nivel de ix: Inferido a partir de instancias en scope - Relevante - se pasa y utiliza durante la ejecucion (como
instancia Al usualmente omitido diccionario de métodos)
Irrelevante (x: Inferido a partir del contexto de tipo - puede | Irrelevante - se borra durante la compilacion, nunca se usa
A) omitirse en tiempo de ejecucion

En este capitulo, exploramos las caracteristicas avanzadas del sistema de tipos de Agda que lo distinguen por
su expresividad y potencia. Aprendimos cémo los tipos dependientes nos permiten capturar propiedades
complejas directamente en los tipos, fusionando especificacidén e implementacién. También vimos el poder de 1la
coinduccidén para modelar estructuras infinitas y el rol de la inferencia para reducir el overhead en la
anotacion de tipos. Cubrimos varias formas de polimorfismo - paramétrico, ad-hoc y with-abstraction - para
promover la reutilizacidén de cédigo y la modularidad. Finalmente, discutimos la nocién de relevancia de los
argumentos, la cual nos permite aprovechar los tipos dependientes para verificacién y especificacién sin
pagar un costo en tiempo de ejecucidn.

1 Define un tipo "MatrizBien™ que represente matrices rectangulares con dimensiones conocidas en
tiempo de compilacién. Implementa una funcién “multiplicar® que solo permita multiplicar matrices
con dimensiones compatibles.

Define un tipo " ListaOrdenada” que represente listas ordenadas de manera ascendente. Implementa
funciones " insertar® y "~ fusionar® que mantengan la propiedad de ordenacién.

3 Define un tipo coinductivo “Stream™ que represente secuencias potencialmente infinitas. Implementa
funciones para generar la secuencia de Fibonacci y los nimeros primos como streams.

Implementa una funcién “zip® que sea lo mas general posible, trabajando con cualquier tipo de
contenedor que tenga una nocién de "longitud" y acceso a elementos.

5 Define una clase de tipo “Ordenable’ con una funcién ~comparar™. Proporciona instancias para tipos
basicos y demuestra cémo se puede usar para ordenar listas de diferentes tipos.

Define un tipo "Vector® con longitud indexada y una funcidén " concatenar” . Usa argumentos
irrelevantes para la prueba de que las longitudes se suman correctamente en la concatenacién.
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Define un pequeio universo de tipos que incluya naturales, booleanos y pares. Implementa funciones
para codificar y decodificar valores de este universo.
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Capitulo 5: Efectos y concurrencia en
Agda

En este capitulo, nos adentraremos en el
fascinante mundo de los efectos y la
concurrencia en Agda. Aprenderemos a manejar
operaciones con efectos secundarios de manera
segura y composicional utilizando tipos como IO,
ExceptT para errores y excepciones, y StateT para
programacion con estado. Al finalizar, estaras
listo para crear programas mas complejos e
interactivos en Agda, llevando tus habilidades
al siguiente nivel. jPreparate para una

e emocionante aventura!

5.1. Introduccion

Hasta ahora, hemos explorado los conceptos fundamentales de la programacion funcional en Agda,
sumergiéndonos en el mundo de las funciones puras y el cédigo modular y correcto. Sin embargo, para crear
programas verdaderamente Utiles y practicos, necesitamos extender nuestras habilidades mas alld de la

programacion puramente funcional.

Imagina poder interactuar con el entorno, comunicarte con los usuarios, acceder a recursos externos y realizar
tareas de manera concurrente. En este capitulo, descubrirds como Agda te brinda las herramientas necesarias

para trabajar con efectos y concurrencia de una manera segura, expresiva y composicional.

Exploraremos el tipo I0, que te permitira realizar operaciones impuras manteniendo la integridad de tu codigo.
Aprenderds a interactuar con el mundo exterior, como leer la entrada del usuario, escribir en la consola y

acceder a archivos y recursos de red.

Ademas, dominaras técnicas avanzadas para el manejo de errores y excepciones utilizando el tipo ExceptT.
Podras propagar y manejar errores de manera elegante y composicional, evitando la necesidad de verificaciones

de errores anidadas y engorrosas.
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También te sumergiras en el mundo de la programacién con estado utilizando el tipo StateT. Descubriras como

encapsular y manejar el estado mutable de manera segura y composicional, sin comprometer la pureza y la
correccion de tu codigo.

A lo largo de este capitulo, presentaremos ejemplos practicos y casos de uso realistas que te mostraran como
aplicar estos conceptos en situaciones concretas. Construirds aplicaciones interactivas, te comunicards con

servicios externos y manejaras la concurrencia de manera eficiente y segura.

Al final de este capitulo, tendrds una comprension sélida de como trabajar con efectos y concurrencia en Agda.
Estards equipado con las herramientas y técnicas necesarias para crear programas mas complejos y realistas,

manteniendo la elegancia y la seguridad que caracterizan a la programacion funcional.

Asi que preparate para embarcarte en un emocionante viaje donde los efectos y la concurrencia se encuentran
con la pureza y la expresividad de Agda. jComencemos esta increible aventura!

5.2. Interaccion con el exterior

Cuando hablamos de interactuar con el mundo exterior en un programa, nos referimos a todas aquellas
operaciones que involucran entrada y salida (E/S) de datos. Estas operaciones son fundamentales para crear
programas utiles y practicos que puedan interactuar con el entorno y realizar tareas significativas.

Sin embargo, en el paradigma de la programacion funcional pura, donde las funciones son deterministas y no
tienen efectos secundarios, la interaccion con el exterior puede ser un desafio. Afortunadamente, Agda nos
proporciona herramientas poderosas para manejar los efectos de manera segura y composicional.

5.2.1. Manejo de efectos con 10

En Agda, el tipo I0 es el mecanismo principal para representar y manejar los efectos de entrada y salida. Un
valor de tipo I0 A representa una accién o computacion que puede tener efectos secundarios y, en ultima

instancia, produce un resultado de tipo A. Veamos un ejemplo basico para entender como funciona:
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1 I0 Unit

Video 05: manejo de entrada/salida

module IOExample where

postulate

getline : IO String

n putStrLn : String - IO Unit
{-# FOREIGN GHC import qualified Data.Text as Text #-}

n {-# COMPILE GHC getLine = fmap Text.unpack Text.getlLine #-}

main : IO Unit

n main = do

putStrLn "iCudl es tu nombre?"

name « getlLine

putStrLn ("Hola " ++ name ++ ", jbienvenido a Agda!")

En este ejemplo, comenzamos postulando dos funciones: getLine y putStrLn. La funcidon getLine tiene tipo
I0 String, lo que significa que es una accion de E/S que, cuando se ejecuta, lee una linea de la entrada

estandar y devuelve esa linea como una cadena. Por otro lado, la funcidén putStrLn tiene tipo String - IO
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Unit, lo que indica que toma una cadena como argumento y devuelve una accion de E/S que, cuando se ejecuta,

imprime esa cadena en la consola.

A continuacién, definimos la funcién main, que es el punto de entrada de nuestro programa. La funcién main

tiene tipo I0 Unit, lo que sefiala que es una accion de E/S que no produce un resultado significativo.

Dentro de la funcidén main, utilizamos la notacion do para secuenciar las acciones de E/S. Primero, utilizamos
putStrLn para imprimir un mensaje de saludo en la consola. Luego, utilizamos el operador « (se lee "bind")
para ejecutar la accion getlLine y asignar el resultado a la variable name. Finalmente, utilizamos putStrLn

nuevamente para imprimir un saludo personalizado que incluye el nombre ingresado por el usuario.

Es importante destacar que las acciones de E/S no se ejecutan inmediatamente cuando se definen, sino que se
construyen como valores que representan las operaciones deseadas. Solo cuando se ejecuta la accion de E/S
principal, en este caso main, se llevan a cabo los efectos en el orden especificado.

El tipo I0 nos brinda una forma segura y controlada de realizar operaciones con efectos secundarios en Agda.

Nos permite encapsular y razonar sobre los efectos de manera explicita, sin comprometer la pureza del resto de

nuestro codigo.

Recuerda que, aunque el tipo I0 nos permite realizar operaciones con efectos secundarios, no debemos abusar

de su uso. Siempre debemos esforzarnos por mantener la mayor parte de nuestro codigo puro y limitar el uso de
I0 a las partes del programa que realmente lo necesiten.

A medida que avancemos en este capitulo, exploraremos mas ejemplos y casos de uso del tipo I0 y veremos
coémo se integra con otras técnicas y conceptos para construir programas mas complejos y realistas.
5.2.2. Interaccion con E/S

Ahora que hemos visto como el tipo I0 nos permite manejar los efectos de entrada y salida de manera segura y

composicional, veamos algunos ejemplos concretos de como podemos interactuar con diferentes fuentes de E/S
en Agda.

Leyendo y escribiendo archivos

Una tarea comln en la programacion es leer y escribir archivos en el sistema de archivos. Agda nos proporciona

funciones y bibliotecas para realizar estas operaciones de manera sencilla y segura.

Para leer el contenido de un archivo, podemos utilizar la funcidon readFile de la biblioteca estandar de Agda.

Veamos un ejemplo:

module ReadFileExample where

postulate

readFile : String - IO String

main : IO Unit

main = do
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6 content « readFile "example.txt"

putStrLn content

En este ejemplo, postulamos la funcién readFile con tipo String - IO String. Esta funcion toma la ruta del

archivo como argumento y devuelve una accion de E/S que, cuando se ejecuta, lee el contenido del archivo y lo

devuelve como una cadena.

En la funciéon main, utilizamos readFile para leer el contenido del archivo "example.txt". Utilizamos el
operador « para asignar el resultado de la accion de lectura a la variable content. Luego, utilizamos putStrLn

para imprimir el contenido del archivo en la consola.

De manera similar, para escribir en un archivo, podemos utilizar la funcion writeFile de la biblioteca estandar

de Agda. Veamos un ejemplo:

module WriteFileExample where

postulate

writeFile : String - String - IO Unit

n main : IO Unit

main = do

n let message = "jHola, mundo!"

writeFile "output.txt" message

En este ejemplo, postulamos la funcién writeFile con tipo String - String - IO Unit. Esta funcién toma

dos argumentos: la ruta del archivo donde se escribira y el contenido que se escribira en el archivo. La funcion

devuelve una accion de E/S que, cuando se ejecuta, escribe el contenido en el archivo especificado.

En la funcion main, definimos una variable message con el contenido que queremos escribir en el archivo.

Luego, utilizamos writeFile para escribir el contenido de message en el archivo "output.txt".

Estos ejemplos demuestran cémo podemos interactuar con archivos en Agda de manera sencilla y segura
utilizando las funciones readFile y writeFile. Estas funciones nos permiten leer y escribir archivos como

acciones de E/S, manteniendo la separacion entre los efectos y el resto del codigo.

readFile String — 10 String Lee el contenido de un archivo y devuelve una accion IO con el contenido
writeFile String — String — 10 Escribe un contenido en un archivo y devuelve una accion 10
Unit
appendFil | String — String — 10 Afiade un contenido al final de un archivo y devuelve una accién 10
e Unit
openFile String — Mode — 10 Abre un archivo en un modo especifico y devuelve una accion 10 con un manejador de
Handle archivo
hClose Handle — IO Unit Cierra un manejador de archivo y devuelve una accion 10
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hISEOF Handle — 10 Bool Comprueba si se ha alcanzado el final de un archivo y devuelve una accion IO con un
booleano

hGetLine Handle — 10 String Lee una linea de un manejador de archivo y devuelve una accion 10 con la linea

hPutStrL Handle — String — 10 Escribe una cadena en un manejador de archivo, seguida de una nueva linea, y devuelve
n Unit una accion 10

Comunicacion en red
En el mundo interconectado de hoy, la comunicacién en red es fundamental para muchas aplicaciones. Agda nos
brinda bibliotecas y herramientas para interactuar con servicios web, APIs y otros recursos en linea.

Veamos un ejemplo de como podemos realizar una solicitud HTTP utilizando la biblioteca agdax-http en
Agda:

module HttpExample where

import Agdax.Http as Http

import Agdax.Json as Json

postulate

processData : Json.Value - I0 Unit

main : IO Unit

main = do

response « Http.get "https://api.example.com/data"

case Json.decodeString response of

Left err - putStrLn ("Error: ++ err)

Right data - processData data

En este ejemplo, importamos los modulos Agdax.Http y Agdax.Json para acceder a las funcionalidades de

comunicacion HTTP y manejo de JSON, respectivamente.

Postulamos una funcion processData con tipo Json.Value - IO Unit, que representa una accion de E/S que

procesa los datos JSON obtenidos de la respuesta HTTP.

En la funciéon main, utilizamos Http.get para realizar una solicitud GET a la URL "https://
api.example.com/data". Esta funcion devuelve una accion de E/S que, cuando se ejecuta, envia la solicitud

HTTP y devuelve la respuesta como una cadena.

Luego, utilizamos Json.decodeString para decodificar la respuesta JSON. Esta funcion toma la cadena de
respuesta y devuelve un valor de tipo Either String Json.Value, donde Left err representa un error de

decodificacion y Right data representa los datos JSON decodificados correctamente.

Utilizamos una expresion case para manejar los posibles resultados de la decodificacion. Si se produce un error
(Left err), imprimimos un mensaje de error utilizando putStrLn. Si la decodificacion es exitosa (Right

data), llamamos a la funcion processData para procesar los datos JSON obtenidos.
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Este ejemplo ilustra como podemos realizar solicitudes HTTP y manejar respuestas JSON en Agda utilizando

las bibliotecas agdax-http y agdax-json. Estas bibliotecas nos permiten interactuar con servicios web y APIs

de manera sencilla y segura, aprovechando la potencia y expresividad de Agda.

La comunicacion en red es solo un ejemplo de como podemos interactuar con el mundo exterior en Agda.
Existen otras bibliotecas y herramientas que nos permiten interactuar con bases de datos, sistemas de
mensajeria, protocolos de comunicacion y més. La clave es utilizar estas herramientas de manera segura y
composicional, aprovechando el sistema de tipos de Agda para garantizar la correccion y la integridad de

nuestro codigo.

A medida que construyamos aplicaciones mas complejas y realistas, la capacidad de interactuar con el mundo
exterior se volvera cada vez mas importante. Agda nos brinda las herramientas y abstracciones necesarias para

manejar estos efectos de manera elegante y segura, permitiéndonos crear programas robustos y confiables.

5.3. Manejo de errores

Cuando interactuamos con el mundo exterior y realizamos operaciones con efectos secundarios, es importante
tener en cuenta que las cosas pueden salir mal. Los archivos pueden no existir, las conexiones de red pueden
fallar, los datos pueden ser invalidos, entre otros problemas. En esos casos, necesitamos una forma de manejar y
propagar los errores adecuadamente para evitar que nuestro programa se bloquee o se comporte de manera
inesperada.

En esta seccion, exploraremos como Agda nos permite manejar los errores y las excepciones de manera segura

y composicional, utilizando el tipo ExceptT. Veremos como podemos encapsular y propagar los errores de

manera elegante, sin tener que recurrir a verificaciones de errores anidadas o engorrosas.

5.3.1. Manejo de excepciones

ExceptT perwite manejar y propagar errores
de manera elegante y composicional.

El tipo ExceptT en Agda brinda una forma poderosa y composicional de manejar excepciones y errores en el
codigo. ExceptT permite definir una estructura de datos que representa una computacion que puede fallar con

un error de un tipo especifico.
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Veamos un ejemplo para entender su funcionamiento:

Video 06: Ejemplo de manejo de errores con EXCET

module ExceptExample where

open import Data.Either

open import Data.String

open import IO

data FileError : Set where

FileNotFound : String - FileError

PermissionDenied : String - FileError

readFile : String - ExceptT FileError IO String

readFile path = do

exists « 1lift $ IO.doesFileExist path

if exists

then do

content « lift $ I0.readFile path

pure content

else throwE (FileNotFound path)
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16 main : IO Unit

main = do

18 result « runkExceptT (readFile "example.txt")

case result of

20 Left (FileNotFound path) -

putStrLn ("File " ++ path ++ " not found.")

22 Left (PermissionDenied path) -

putStrLn ("Permission denied for file " ++ path)

24 Right content -

putStrLn ("File content: " ++ content)

En este ejemplo, se define un tipo de datos personalizado FileError que representa los posibles errores al leer
un archivo: FileNotFound para indicar que el archivo no existe y PermissionDenied para indicar falta de

permisos de lectura.

La funcion readFile toma la ruta del archivo y devuelve una computacion ExceptT FileError IO String.
Utilizando 1ift, se elevan las acciones de E/S al contexto de ExceptT. Primero, se verifica la existencia del
archivo con I0.doesFileExist. Si existe, se lee su contenido con I0.readFile y se devuelve con pure. Si no

existe, se lanza una excepcion con throwE y el constructor FileNotFound.

En main, se ejecuta la computacion readFile utilizando runExceptT. Luego, se utiliza un case para manejar
los posibles resultados: si se produce un error FileNotFound, se imprime un mensaje indicando que el archivo
no se encontrd; si se produce un error PermissionDenied, se imprime un mensaje de falta de permisos; si la

lectura es exitosa, se imprime el contenido del archivo.

ExceptT permite manejar los errores de manera clara y composicional. Se pueden definir tipos de errores
personalizados y utilizar throwE para lanzar excepciones en cualquier punto de la computacion. Luego, con

runExceptT, se ejecuta la computacion y se manejan los posibles errores adecuadamente.

5.3.2. Propagacion de errores

Uno de los beneficios de ExceptT es la propagacion composicional de errores. Se pueden encadenar multiples

computaciones que pueden fallar y manejar los errores en un nivel superior, evitando verificaciones de errores
anidadas o engorrosas.

Veamos un ejemplo mas complejo que ilustra la propagacion de errores:

module PropagateExample where

open import Data.Either

open import Data.String

n open import IO

data ValidationError : Set where
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6 EmptyField : String - ValidationError

InvalidEmail : String - ValidationError

validateName : String - ExceptT ValidationError IO String

validateName name =

nn

if name ==

then throwE (EmptyField "name")

N

else pure name

= [
()

validateEmail : String - ExceptT ValidationError IO String

Juy
H

validateEmail email =

if "@" " isInfixOf  email

then pure email

else throwE (InvalidEmail email)

[y

[y
[*] [e))

data User : Set where

User : String - String - User

registerUser : String - String - ExceptT ValidationError IO User

registerUser name email = do

validName < validateName name

validEmail < validateEmail email

N
i

pure (User validName validEmail)

main : IO Unit

N
a

main = do

result « runExceptT (registerUser "Alice" "alice@example.com™)

case result of

N
(o)

Left (EmptyField field) -

putStrLn ("Error: Field " ++ field ++ " cannot be empty.")

Left (InvalidEmail email) -

putStrLn ("Error: Invalid email " ++ email)

Right (User name email) -

putStrLn ("User registered: " ++ name ++ " (" ++ email ++ ")")

En este ejemplo, se define un tipo de datos ValidationError que representa los posibles errores de validacion:
EmptyField para indicar que un campo estd vacio y InvalidEmail para indicar un formato de correo

electronico invalido.

Las funciones validateName y validateEmail realizan las validaciones correspondientes. Si el nombre esta
vacio, se lanza una excepcion con EmptyField; si el correo electrénico no contiene "@", se lanza una

excepcion con InvalidEmail.
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La funcidon registerUser toma el nombre y el correo electrénico, y devuelve una computacion ExceptT
ValidationError IO User. Utilizando do, se encadenan las validaciones: primero se valida el nombre con
validateName y luego el correo electronico con validateEmail. Si ambas validaciones son exitosas, se crea

un valor de tipo User con los datos validados y se devuelve con pure.

En main, se ejecuta la computacion registerUser con runExceptT. Se utiliza un case para manejar los
posibles resultados: si se produce un error EmptyField, se imprime un mensaje indicando que el campo no
puede estar vacio; si se produce un error InvalidEmail, se imprime un mensaje de correo electronico invalido;

si el registro es exitoso, se imprime un mensaje de confirmacion con los datos del usuario registrado.

Este ejemplo muestra como encadenar multiples computaciones que pueden fallar utilizando ExceptT y

manejar los errores de manera composicional. Los errores se propagan hacia arriba y se manejan en un nivel

superior, evitando verificaciones de errores en cada paso intermedio.

La propagacion de errores permite escribir codigo mas claro, conciso y facil de mantener. En lugar de verificar

los errores en cada paso, estos se propagan automaticamente y se manejan en el punto adecuado.

ExceptT permite combinar diferentes tipos de errores y manejarlos de manera uniforme. Se pueden definir tipos
de errores personalizados y utilizar throwE para lanzar excepciones en cualquier punto de la computacion.

Luego, con runExceptT, se ejecuta la computacion y se manejan los diferentes tipos de errores adecuadamente.

El manejo de excepciones y la propagacion de errores son fundamentales en la programacion con efectos en

Agda. ExceptT brinda una forma elegante y composicional de manejar los errores, permitiendo escribir codigo
mas robusto y facil de mantener. Con ExceptT, se encapsulan los errores, se propagan automaticamente y se

manejan en un nivel superior, evitando verificaciones de errores anidadas o engorrosas.

5.4. Estado

En las secciones anteriores, exploramos como Agda nos permite trabajar con efectos y manejar errores de
manera segura y composicional. Sin embargo, en muchos casos practicos, también necesitamos la capacidad de
trabajar con estado mutable en nuestros programas. El estado nos permite almacenar y modificar informacion

durante la ejecucion, lo cual es esencial para modelar sistemas dindmicos y reactivos.

En esta seccion, nos sumergiremos en las herramientas que Agda nos brinda para trabajar con estado de manera

segura y composicional, utilizando el tipo StateT. Aprenderemos a encapsular y manejar el estado mutable de

forma elegante, sin comprometer la pureza y la correccion de nuestro codigo. (Estas listo para dar el siguiente
paso en tu viaje por la programacion funcional? ;Vamos a ello!

5.4.1. Estado y mutabilidad

Imagina que estas desarrollando un videojuego y necesitas llevar un registro del puntaje del jugador a medida
que avanza en el juego. Aqui es donde entra en juego el estado mutable. El tipo StateT en Agda es una

herramienta poderosa que nos permite representar computaciones que pueden leer y modificar un estado

mutable de manera segura y composicional. StateT encapsula el estado dentro de una estructura de datos y nos

proporciona operaciones para acceder y actualizar ese estado de manera controlada.
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Veamos un ejemplo concreto para entender mejor su funcionamiento:

module StateExample where

open import Control.Monad.State

open import Data.Nat

open import IO

data Event : Set where

Increment : Event

Decrement : Event

handleEvent : Event - StateT Nat IO Unit

handleEvent Increment = do

=

count « get

put (count + 1)

lift $ putStrLn ("Count incremented: " ++ show (count + 1))

handleEvent Decrement = do

count « get

if count > @ then do

=

put (count - 1)

lift $ putStrLn ("Count decremented: " ++ show (count - 1))

[y

else

lift $ putStrLn "Count is already zero"

main : IO Unit

main = do

let initialState = @

-
-
-

_ « runStateT initialState $ do

N
»

handleEvent Increment

handleEvent Increment

handleEvent Decrement

handleEvent Decrement

N
(o]

N
(o)}

handleEvent Decrement

pure unit

En este ejemplo, definimos un tipo de datos Event que representa los eventos que pueden ocurrir en nuestro

programa: Increment para incrementar un contador y Decrement para decrementarlo.

La funcidon handleEvent toma un evento y devuelve una computacion StateT Nat IO Unit. Dentro de esta
funcion, utilizamos las operaciones get y put proporcionadas por StateT para acceder y modificar el estado
mutable de manera segura. En el caso de Increment, obtenemos el valor actual del contador con get, lo

incrementamos en 1 y actualizamos el estado con put. Luego, utilizamos 1ift para imprimir un mensaje con el
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nuevo valor del contador. En el caso de Decrement, verificamos si el contador es mayor que cero antes de

decrementarlo y actualizar el estado. Si el contador ya es cero, simplemente imprimimos un mensaje indicando
que no se puede decrementar mas.

En la funcién main, definimos un estado inicial para el contador (en este caso, 0) y utilizamos runStateT para
ejecutar una secuencia de eventos. Dentro de la computacion StateT, utilizamos handleEvent para manejar los
eventos Increment y Decrement en un orden especifico. Finalmente, utilizamos pure unit para indicar que la

computacion no devuelve ningun resultado significativo.

StateT nos brinda una forma elegante y composicional de manejar el estado mutable. Podemos encapsular el
estado dentro de una estructura de datos y utilizar las operaciones get y put para acceder y modificar ese estado
de manera controlada. Ademads, StateT se integra perfectamente con otras estructuras de efectos, como IO, lo

que nos permite combinar el manejo de estado con operaciones de entrada/salida u otros efectos.

Es importante destacar que, aunque StateT nos permite trabajar con estado mutable, debemos utilizarlo de
manera cuidadosa y limitada. En general, es preferible mantener la mayor parte de nuestro codigo puro y
funcional, y recurrir al estado solo cuando sea estrictamente necesario. El uso excesivo o inapropiado del estado
puede llevar a un cdédigo mas complejo, propenso a errores y dificil de razonar. Como programadores
funcionales, nuestro objetivo es aprovechar la pureza y la composicionalidad siempre que sea posible.

Efecto Cambio observable fuera del ambito local de una funcion, readFile : String — 10 String
como I/0, estado mutable, excepciones, etc.

Accion Un valor que representa una computacion con efectos, pero getLine : 10 String
no los ejecuta inmediatamente

Ejecucion Realizar los efectos de una accion, obteniendo su resultado main : IO ()main = do name « getLine
putStrLn ("Hello, " ++ name ++ "!")

Composicion Combinar acciones de manera que los efectos de una do a <« actionA b « actionB return (a, b)
secuencial ocurran antes que los de la siguiente
Composicion Combinar acciones de manera que sus efectos ocurran en concurrently : [0 a — 10 b — IO (a, b)
paralela paralelo o entrelazados
Manejo de errores Detectar y recuperarse de condiciones anormales o try : 10 a — 10 (Either e a)
excepcionales
Interaccion con el | Comunicacion con sistemas externos, como archivos, redes, httpGet : String — 10 String
exterior interfaces de usuario, etc.

5.4.2. Argumentos irrelevantes

Ahora, adentrémonos en un concepto interesante en Agda: los argumentos irrelevantes. En Agda, tenemos la
posibilidad de marcar ciertos argumentos de funciones como "irrelevantes" utilizando el operador @@. Pero,

(qué significa esto exactamente? Los argumentos irrelevantes son aquellos que no afectan el comportamiento

computacional de la funcion, pero pueden proporcionar informacion adicional a nivel de tipos.

Veamos un ejemplo para entender mejor este concepto:
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module IrrelevantExample where

open import Data.Nat

open import Relation.Binary.PropositionalEquality

replicate : V {A : Set} - (n : Nat) - @@ A - Vec A n

replicate zero x =[]

replicate (suc n) x = x :: replicate n x

example : replicate 3 "hello" = "hello" :: "hello" :: "hello" :: []

8 example = refl

En este ejemplo, definimos una funciéon replicate que toma un numero natural n, un elemento x de tipo Ay
devuelve un vector de longitud n que contiene x replicado n veces. El argumento x estd marcado como

irrelevante utilizando @0, lo cual indica que su valor no se utiliza en la definicion de la funcion.
La funcion replicate se define por casos:

*  Encel caso base, cuando n es cero, se devuelve un vector vacio [ ].

*  En el caso inductivo, cuando n es suc n, se construye un vector que consiste en x seguido de replicate
n X, que es el resultado de replicar x n veces.

En el ejemplo example, afirmamos que replicate 3 "hello" esigual a "hello" :: "hello" :: "hello" ::

[]. Utilizamos la funcion refl para demostrar que esta igualdad se cumple.

El uso de argumentos irrelevantes tiene varios beneficios. En primer lugar, nos permite marcar explicitamente
qué argumentos no afectan el comportamiento computacional de la funcion, haciendo el codigo mas claro y
autodocumentado. Ademas, permite al compilador de Agda realizar optimizaciones adicionales, ya que sabe que
el valor del argumento irrelevante no influye en el resultado de la funcion. Por ultimo, ayuda a evitar
dependencias innecesarias a nivel de tipos. Al marcar un argumento como irrelevante, indicamos que no es
necesario para el sistema de tipos y puede ser ignorado en ciertas situaciones.

Sin embargo, es importante utilizar los argumentos irrelevantes con precaucion. Solo debemos marcar un
argumento como irrelevante si tenemos la certeza de que su valor no afecta el comportamiento de la funcion.
Marcar un argumento como irrelevante cuando en realidad si afecta el resultado puede llevar a errores sutiles y
dificiles de detectar. Como programadores responsables, debemos ser cuidadosos al emplear esta caracteristica

y asegurarnos de usarla correctamente.

En resumen, los argumentos irrelevantes en Agda nos permiten marcar explicitamente qué argumentos no
afectan el comportamiento computacional de una funcién. Esto mejora la claridad del codigo, permite
optimizaciones adicionales y ayuda a evitar dependencias innecesarias a nivel de tipos. Sin embargo, debemos
usarlos con precaucion y asegurarnos de que realmente sean irrelevantes para el comportamiento de la funcion.

jAprovecha esta caracteristica sabiamente en tus programas en Agda!
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Explicito (x : A) | Nunca inferido - debe proporcionarse en el Relevante - se pasa y utiliza durante la ejecucion
sitio de llamada

Implicito {x: | Inferido a partir del contexto de tipo - puede Relevante - se pasa y utiliza durante la ejecucion
A} omitirse

Nivel de 1x: Inferido a partir de instancias en scope - Relevante - se pasa y utiliza durante la ejecucion (como

Instancia Al usualmente omitido diccionario de métodos)

Irrelevante .(x: | Inferido a partir del contexto de tipo - puede | Irrelevante - se borra durante la compilacion, nunca se usa

A) omitirse en tiempo de ejecucion

En este capitulo, avanzamos en nuestro viaje por la programacién funcional en Agda, explorando efectos y
concurrencia. Descubrimos cémo Agda nos proporciona herramientas poderosas para manejar operaciones con
efectos secundarios de manera segura y composicional, a través del tipo IO . Dominamos técnicas avanzadas
para el manejo de errores utilizando "ExceptT , lo que nos permite escribir cédigo mds robusto y resiliente.
También nos sumergimos en la programacién con estado usando “StateT , aprendiendo a manejar el estado mutable
de forma segura y realizar operaciones de lectura y escritura controladas. Ademds, exploramos el concepto de
argumentos irrelevantes en Agda y coémo pueden mejorar la claridad y el rendimiento de nuestro cédigo.

convirtiéndola a mayusculas), y luego imprima el resultado.

Implementa un programa simple que lea una linea de entrada del usuario, la procese (por ejemplo,

Define un tipo "DivisionSegura’ que represente el resultado de una divisién que puede fallar
(divisidén por cero). Implementa la funcidén de divisién y una serie de operaciones que usen este
tipo, manejando adecuadamente los posibles errores.

3 Implementa un pequefio intérprete para un lenguaje de programacién simple que tenga variables y
asignaciones. Usa la ménada “State’ para manejar el estado de las variables.

Crea una ménada personalizada que combine los efectos de "State” y "Maybe . Usa esta monada para
implementar un juego simple donde el jugador tiene un inventario (manejado por “State’) y puede
realizar acciones que pueden fallar (manejado por “Maybe’).

5 Implementa una versidén simplificada de "futures" o "promesas" en Agda. Demuestra cémo se pueden usar
para realizar operaciones concurrentes simples.

Define un sistema simple de efectos algebraicos que incluya operaciones para manejar estado y
errores. Implementa un intérprete para este sistema.

7 Escribe pruebas formales para demostrar propiedades de programas que usan IO, como que ciertas
operaciones no modifican ciertos aspectos del estado del programa.
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Capitulo 6: Monadas en Agda

En este capitulo, daremos un gran salto en
nuestro viaje por la programacion funcional
en Agda, sumergiéndonos en el fascinante
mundo de los efectos y la concurrencia.
Descubriremos coémo Agda nos brinda
herramientas poderosas para manejar
operaciones con efectos secundarios de forma
segura y composicional, mediante el tipo IO.
Aprenderemos técnicas avanzadas para el
manejo de errores usando ExceptT, lo que nos
permitira escribir coédigo mas robusto y
resistente a fallas. Ademds, exploraremos la
programacion con estado utilizando StateT,
aprendiendo a manejar el estado mutable de
manera segura y a realizar operaciones
controladas de lectura y escritura.

6.1. Introduccion

En los capitulos previos, hemos explorado varias técnicas para trabajar con efectos en Agda, como I0, ExceptT
y StateT. Si bien estas abstracciones son poderosas, pueden parecer un tanto ad-hoc y desconectadas a primera

vista. En este capitulo, revelaremos que todas estas construcciones son en realidad instancias de un concepto
mas general y unificador: las monadas.

Las monadas son una de las ideas mas influyentes y prevalentes en la programacion funcional. Nos permiten
estructurar y componer computos con efectos de una manera elegante y expresiva. A lo largo de este capitulo,
cubriremos los fundamentos matematicos de las monadas, su implementacion en la libreria estdndar de Agda,
cémo definir nuestras propias instancias monadicas, técnicas para componerlas y transformarlas, asi como
patrones comunes para trabajar con computos monadicos de forma efectiva.

Dominar las moénadas te dard una herramienta increiblemente versatil para tu arsenal de programacion

funcional. Las monadas tienen profundas conexiones con diversas areas de las matematicas, como la teoria de
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categorias, la logica y el algebra. Ademads, han sido aplicadas exitosamente en una amplia gama de dominios,

desde el parseo y la interfaz de usuario hasta la concurrencia y la verificacion formal.

En cierto sentido, las monadas son como la "salsa secreta" de la programacion funcional. Una vez que las
comprendes, muchos patrones y bibliotecas aparentemente dispares comienzan a tener sentido. Te permiten

elevar tu pensamiento a un nuevo nivel de abstraccidon y ver estructuras comunes en medio del aparente caos.

Sin embargo, las monadas también son notorias por ser un concepto dificil de explicar. Hay una famosa cita en
la comunidad de Haskell que dice: "una ménada es un monoide en la categoria de endofuntores, ;cudl es el
problema?" Aunque es una broma que pretende ejemplificar como no explicar las monadas a un principiante,
ilustra la complejidad del tema. En este capitulo, intentaremos un enfoque diferente. Construiremos una
comprension intuitiva capa por capa, comenzando por motivaciones concretas y gradualmente trabajando hacia

las abstracciones mas elevadas.

Vale la pena reflexionar sobre por qué las monadas encajan de manera tan natural en un lenguaje como Agda.
En Agda, que tiene efectos nativos como IO, la razén clave por la que las monadas brillan es su sistema de tipos
dependientes. Con tipos ordinarios, las monadas son ttiles para el razonamiento y la estructuracion del cédigo.
Pero con tipos dependientes, se vuelven esenciales para la modularidad y la abstraccion.

Las monadas nos permiten ocultar informacion, agrupar invariantes y crear interfaces compatibles con
diferentes implementaciones subyacentes. Por ejemplo, podriamos usar una monada para representar coOmputos
que podrian fallar o no terminar, ocultando los detalles de manejo de errores o terminacion al codigo cliente. O
podriamos definir una interfaz monadica para el acceso a bases de datos que abstrae las diferencias entre
implementaciones SQL, NoSQL y en memoria.

Aunque las monadas son enormemente utiles en lenguajes funcionales en general, brillan especialmente en el
contexto de un asistente de pruebas como Agda. Nos ayudan a domesticar la complejidad inherente en la
codificacion de matematicas y logica en un sistema de tipos, y a extraer interfaces computacionales claras a

partir de las entranas tedricas de las categorias.

6.2. Fundamentos
6.2.1. Definicion Formal de Mdnadas

Las monadas son tipos con
operaciones return y bind (>>=) que
cumplen ciertas leyes.
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Desde una perspectiva matematica, una ménada es un concepto de la teoria de categorias. Sin embargo, en el

contexto de la programacion, podemos pensarla como una interfaz genérica con las siguientes operaciones:

record Monad (M : Set - Set) : Set. where

field

return : {A : Set} - A->MA

4 >>= : {AB:Set} -MA-> (A->MB) »MB

Aqui, return es una funcién que toma un valor y lo envuelve en un contexto monadico. Por otro lado, _>>=_

(pronunciado "bind") es una operacion que toma un computo monadico y una funcidén que puede generar mas
computos a partir de su resultado, y los compone en un solo cémputo.

Para que M sea una monada legal, returny _>>=_ deben satisfacer las siguientes leyes:

return x >>= f

m >>= return

(m >>=f) >>= g =m >>= (A x > £ x >>= g) -- associativity

f x -- left identity

m -- right identity

Estas leyes establecen que return debe ser un elemento neutro para _>>=_, y que _>>=_ debe ser asociativo.

Esto nos permite razonar ecuacionalmente sobre computos monadicos de una manera analoga a propiedades
familiares como la multiplicacion de nameros.

En Agda, podemos codificar estas leyes como tipos y proporcionar pruebas para instancias especificas de
monadas. Por ejemplo, aqui estan las leyes para la ménada Maybe:

maybe-left-id : {A B : Set} (x : A) (f : A - Maybe B)

> (just x >>= f) = f x

maybe-left-id x f = refl

n maybe-right-id : {A : Set} (m : Maybe A) - (m >>= just) =m
refl

maybe-right-id (just x)
n maybe-right-id nothing = refl
maybe-assoc : {A B C : Set} (m : Maybe A)
n (f : A > Maybe B) (g : B - Maybe ()
> ((m>>=F) >>=g) = (m >>= (A x > f x >>=g))
maybe-assoc (just x) f g

maybe-assoc nothing f g = refl

refl
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Probar las leyes de monada para cada instancia puede ser bastante tedioso, pero vale la pena para ganar
confianza en la correccion de la implementacion y habilitar el razonamiento ecuacional. Herramientas como el

resolutor de Agda pueden automatizar muchas de las pruebas.

Desde una perspectiva de teoria de categorias, una monada es un endofuntor (un funtor de una categoria a si

misma) equipado con dos transformaciones naturales: return (también conocida como unit) y join
(relacionada con _>>=_). Estas transformaciones deben satisfacer leyes de coherencia analogas a las anteriores.

Esta definicion categdrica captura elegantemente la esencia de las monadas y guia el disefio de librerias

monadicas.

Sin embargo, para la mayor parte de la programacion del dia a dia, pensar en las monadas como "computos con
superpoderes” que obedecen algunas leyes razonables es totalmente adecuado. Lo importante es que las
monadas proporcionan una interfaz genérica para secuenciar y componer calculos de una manera que abstrae
los detalles del efecto que se esté realizando. Son una poderosa herramienta tanto para estructurar codigo como

para razonar sobre €l.

6.2.2. Explicacion Intuitiva de Monadas

Pero, (qué significan las moénadas intuitivamente? Una manera de pensarlas es como computaciones con un

"superpoder". El tipo M A representa un computo que eventualmente producird un valor A, pero también puede

hacer otras cosas interesantes en el camino, dependiendo de cémo se defina la monada M.
Por ejemplo:

»  Para IO, el superpoder es realizar efectos secundarios.
»  Para Maybe, es fallar tempranamente.

»  Para listas, es ramificarse en multiples valores.

»  Para State, es llevar un estado mutable.

»  Para Reader, es depender de un entorno.

»  ParaWriter, es generar valores adjuntos.

*  Para Cont, es suspender y resumir computos.

*  ParaParser, es consumir entrada y lidiar con el fracaso.

La magia estd en que la interfaz monadica (return/_>>=_) abstrae el superpoder especifico, permitiéndonos

escribir cddigo genérico que funciona con cualquier ménada. Luego podemos usar las ménadas como bloques

de construccioén, combinandolas para crear computos con superpoderes personalizados.

Otra forma de pensar en las moénadas es como "programacion orientada a flujo". En lugar de pasar

explicitamente valores intermedios de una funcion a otra, usamos _>>=_ para encadenar computos en un flujo

continuo. Entonces las funciones se convierten en "tuberias" que transforman estos flujos.
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También podemos ver las monadas como una forma de "programacion implicita". En lugar de mencionar
explicitamente detalles como manejo de errores, estado o registros en cada funcion, los empujamos a la capa
monadica. Entonces las funciones pueden enfocarse en la logica del dominio, mientras la monada coordina

silenciosamente todos los efectos secundarios necesarios. Esto nos da cddigo més limpio y componible.

Otro punto de vista es considerar M A como un contenedor o contexto que envuelve un valor (o valores) de tipo
A, junto con alguna estructura adicional proporcionada por M. return coloca un valor en este contexto, mientras
que _>>=_ aplica una funcidon a un valor en un contexto preservando la estructura circundante. Las leyes de

monada aseguran que esta estructura se maneja de una manera sensata y consistente.

De hecho, muchas estructuras comunes en programacion pueden verse como casos especiales de monadas:

Functor Mapea funciones sobre map id = idmap (g.f)=map g. map
estructuras
Applicative Permite aplicar funciones pure id <*> v = vpure f <*> pure x = pure (f x)u <*> pure y = pure ($ y) <*>
dentro de estructuras uu <*> (v <*>w) = pure () <F>u <> v <> w
Monad Secuencia computos return a >>= k =k am >>= return = m(m >>= f) >>= g=m >>= (\x -> fx
dependientes dentro de >>= g)
estructuras
Arrow Generaliza funciones para arr id = idarr (f >>> g) = arr f >>> arr gfirst (arr f) = arr (first f)first (f>>> g)
soportar entradas y salidas | = first f>>> first gfirst f >>> arr fst = arr fst >>> ffirst f>>> arr (id *** g) =
multiples arr (id *** g) >>> first f
Monoid Tipo con una operacion mempty <> x = xx <> mempty = x(x <>y) <>z=x <> (y <> z)
asociativa y una identidad

Entonces las monadas realmente son un patron muy general y fundamental. Entender como encajan todas estas

variaciones puede ser muy esclarecedor.

Pero quizas la mejor manera de desarrollar una intuicion para las ménadas es usarlas mucho y en diferentes
contextos. Con cada nueva instancia monadica que encuentres, preguntate: ;cudl es el superpoder
computacional que estd proporcionando? ;Cémo abstrae los detalles y reduce la complejidad accidental? ;Qué
patrones de cddigo permite? Con el tiempo, comenzaras a reconocer la "forma" monadica en muchos lugares,

tanto dentro como fuera de la programacion.

Y no te preocupes mucho si las ménadas no hacen clic de inmediato. Como cualquier abstraccion poderosa,
puede llevar tiempo apreciar completamente por qué son utiles y cudndo aplicarlas. Pero el viaje de aprendizaje

vale la pena, ya que las monadas verdaderamente representan una de las grandes ideas en programacion.

6.3. Ménadas en Agda

6.3.1. La interfaz Monad en la libreria estandar de Agda

La libreria estandar de Agda define la interfaz Monad de manera muy similar a como la presentamos

anteriormente:
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record Monad (M : Set - Set) : Set: where

field

return : {A : Set} -~ A->MA

4 >>= : {AB:Set}-MA-> (A-MB) - MB

Ademas, proporciona algunas funciones auxiliares utiles:

module Monad (M : Set - Set) { Mon : Monad M | where

>> : {AB:Set}-MA-MB-MB

>> mamb =ma>»>=A_->mb

=<<_ : {AB:Set} » (A-MB)-MA->MB

f =<< c=c>=F

>=> : {ABC: Set} > (A-MB) > (B-MC) - (A-MC)

f>=>g=ANa-> (fa>=g)

join : {A : Set} - M (MA) - MA

join mma = mma >>= id

10 mapM : {A B : Set} - (A > MB) - List A - M (List B)
mapM f [] = return []
mapM £ (x :: xs) = do

y « fx

ys « mapM f xs

return (y :: ys)

forM : {A B : Set} - List A - (A > M B) » M (List B)

forM = flip mapM

[ [
(<)} »

Jay
(<]

sequence : {A : Set} - List (M A) - M (List A)

La funcion _>>_ descarta el resultado de la primera computacion y sélo ejecuta los efectos. Por su parte, =<< es

_>>=_con sus argumentos invertidos.

El operador _>=>_ (pronunciado "fish") compone dos funciones que producen valores monadicos, pasando el

resultado de la primera como entrada a la segunda. Esto permite encadenar cémputos monadicos de una manera
que se asemeja al flujo de control imperativo.

La funcion join colapsa dos capas de estructura monadica en una, mapM aplica una funcién monadica sobre una
lista y sequence convierte una lista de computos monadicos en un coémputo monadico de una lista. En conjunto,

estas funciones permiten una forma limitada de recorrido ("traverse") monadico.

Agda también define azucar sintactico para trabajar con ménadas de una manera mas legible:

syntax _>>=_ X (A X > y) = X >>=y

2 |do_then_ : V{a b} > Ma-Mb->Mb
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do x theny = x > vy

_>>=do_:V{ab}—»Ma—»(a—»Mb)—»Mb

X >=do f = x >>=f

6 | infixr 1 do_then_ _>>=do_

La notaciéon do hace que el encadenamiento y anidamiento de computos monadicos sea mucho mas

conveniente:

postInc : State Nat Unit

postInc = do

i« get

4 put (suc i)

Internamente, este aziicar simplemente se traduce a las operaciones _>>=_y _>>_ correspondientes.

Estas diversas facilidades sintacticas hacen que trabajar con moénadas en Agda sea bastante agradable. Sin
embargo, la biblioteca estandar actualmente no proporciona muchas herramientas para definir moénadas
genéricas o transformadores de monadas, por lo que usualmente se requiere algo de plomeria adicional en

comparacion con lenguajes como Haskell.

Una limitacion de la interfaz Monad en Agda es que requiere que los computos devuelvan un valor en Set, el

universo de tipos "pequefios". Esto excluye tipos de orden superior (Tipos que pueden tomar otros tipos como
parametros) como Set - Set. Existen variantes de RawMonad y RawMonadT en Category.Monad.Indexed que

relajan esta restriccion, pero requieren un poco mas de anotacion de tipos.

Otra diferencia con Haskell es que Agda no tiene una restriccion de clase Applicative separada. Se espera que
las instancias de Monad también proporcionen pure y _<*>_ que satisfacen las leyes de aplicativos. Esto se debe

a que en Agda, a diferencia de Haskell, es posible definir returny _>>=_en términos de purey _<*>_.

En general, la presencia de tipos dependientes complica un poco la situaciéon de las monadas en Agda en
comparacion con Haskell. No se puede asumir que s6lo porque algo tiene el tipo correcto, automaticamente
obedece las leyes de monada. También es necesario escribir pruebas para las propiedades que se espera que se

mantengan.

Pero el sistema de tipos mas rico de Agda también permite expresar invariantes mas precisas y empujar mas
verificacion a tiempo de compilacion. Con un poco de trabajo extra, es posible hacer que el sistema de tipos
garantice no sélo que el cddigo esta bien escrito, sino que realmente hace lo que se espera. Esta es una de las

grandes promesas de la programacion dependientemente tipada.

6.3.2. Creacion de nuevas instancias monadicas

Para utilizar la interfaz Monad, es necesario proporcionar instancias para tipos especificos. A continuacidon se

muestra como hacerlo para Maybe:

. data Maybe (A : Set) : Set where
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2 nothing : Maybe A

just : A - Maybe A

maybe:{AB:Set}—»B—»(A—»B)—»MaybeA—»B

maybe z f nothing z

f x

n maybe z f (just x)

instance

n MonadMaybe : Monad Maybe

MonadMaybe = record

just

{ return

5 _>>=_ = maybe nothing

Aqui, return simplemente envuelve un valor en Maybe usando el constructor just, mientras que _>>=_

propaga nothing en caso de falla, y de lo contrario aplica la funcién al valor envuelto utilizando maybe.

De manera similar, es posible definir instancias para otros tipos como List, IO, State, etc.:

MonadList : Monad List

MonadlList = record

{ return = [_]
5 _>>=_ = concatMap
}

where concatMap : {A B : Set} - (A - List B) - List A - List B

concatMap f [] [1]

concatMap f (x :: xs) = f x ++ concatMap f xs

postulate

IO : Set - Set

returnIO : {A : Set} - A->I0A

bindIO : {A B : Set} » I0 A » (A » I0 B) - IO B

instance

MonadIO : Monad IO

MonadIO = record

{ return = returnIO

5 _>>= bindIO

record State (S A : Set) : Set where

constructor state

field

22 runState : S - A x S
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open State

instance

MonadState : {S : Set} - Monad (State S)

MonadState record

{ return = A x > state (A s » x , s)

; >>=_ = Asaf - state (A s -

let (a , s') = runState sa s

in runState (f a) s')

La instancia de lista encapsula un tnico valor como una lista singleton (Tipo de lista que contiene exactamente

un valor, util para restricciones estaticas) para return y concatena los resultados de mapear la funcion de
encuadernacion sobre la lista de entrada para _>>=_. La instancia I0 simplemente llama a las primitivas
returnIO y bindIO correspondientes (que se dejan sin definir como postulados por simplicidad). La instancia
State encapsula valores puros como computaciones de estado que devuelven el valor y dejan el estado sin

cambios, y compone computaciones de estado pasando el valor y el estado actualizados de la primera a la
segunda.

Una vez que se tiene una instancia Monad para un tipo, se obtiene toda la funcionalidad y notacidén genérica que

se vio anteriormente de forma gratuita. Esto permite escribir codigo abstracto y reutilizable que funciona con

cualquier ménada.

Por supuesto, cada nueva instancia de ménada debe venir con pruebas de que obedece a las leyes de monada.
Para Maybe, se verian asi:

maybe-left-id : {A B : Set} -» (x : A) (f : A > Maybe B)

- (just x >>= f) = f x

maybe-left-id x f = refl

maybe-right-id : {A : Set} - (mx : Maybe A)

- (mx >>= just) = mx

maybe-right-id (just x) = refl

maybe-right-id nothing = refl

maybe-assoc : {A B C : Set} - (mx : Maybe A)
. - (f : A > Maybe B) (g : B » Maybe C)
10 - ((mx >>= f) >>=g) = (mx >>= (A x » f x >>=g))

. maybe-assoc (just x) f g = refl

12 | maybe-assoc nothing f g = refl

Aqui se utiliza el hecho de que just y nothing forman un algebra inicial para Maybe. Patrones similares

aplicarian para verificar otras instancias como List y State.
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Para IO seria necesaria una nocidon de igualdad mas refinada que _=_, ya que dos cémputos I0 pueden ser

semanticamente equivalentes sin ser estructuralmente idénticos. Usualmente se maneja postulando una relacion
de igualdad apropiada.

En general, definir una instancia de Monad en Agda requiere un poco mas de trabajo manual que en Haskell,

debido al énfasis de Agda en la correccion demostrable. Sin embargo, también se obtienen beneficios de
claridad conceptual y verificacion automatica que pueden valer la pena el esfuerzo adicional, especialmente en

el contexto de codigo critico para la seguridad o sensible a errores.

6.4. Composicion y transformacion de monadas

Las moénadas son una herramienta poderosa en la programacion funcional, y una de sus caracteristicas mas
destacadas es la capacidad de componerse y transformarse. En esta seccidon, exploraremos como podemos
combinar ménadas para crear efectos mas complejos y como podemos agregar funcionalidad adicional a las

monadas existentes mediante transformadores de monada.

6.4.1. Composicion de ménadas

Imagina que tienes dos tipos monadicos, M y N, cada uno con sus propias caracteristicas y comportamientos. ;No
seria genial si pudiéramos combinarlos en una nueva moénadaM o N que tenga la funcionalidad de ambos? Pues

bien, jeso es exactamente lo que nos permite hacer la composicion de monadas!

En Agda, podemos expresar esta composicion utilizando un tipo de datos parametrizado:

record _._ (M N : Set - Set) (A : Set) : Set where

constructor comp

field uncomp : M (N A)

4 | infixr 10 _._

Luego, siempre que tanto M como N sean moénadas, podemos proporcionar una instancia de Monad paraM o N:

module _ {M N : Set - Set} { MonadM : Monad M } { MonadN : Monad N } where

instance

MonadT : Monad (M - N)

MonadT = record

{ return = comp - return - return

5 >>=_ = Amnx £ > comp $ uncomp mnx >>= A nx -

uncomp $ nx >>= A x - uncomp $ f x

Esta capacidad de componer ménadas nos permite apilar efectos como si fueran bloques de construccion. Por
ejemplo, State S o Either E representa computaciones que pueden mantener un estado y lanzar

excepciones, mientras que I0 o List nos da computaciones no deterministas con efectos secundarios.

Pagina 110 de 171



/ Ménada M o N

Ménada M Ménada M

Imagen 12 - Composicion de Monadas.

La implementacion de return para la ménada compuesta simplemente envuelve el valor dado en los contextos
return de ambas monadas base. Por otro lado, la implementacion de _>>=_ primero desenvuelve el valor de la

monada exterior, luego desenvuelve el valor resultante de la monada interior, aplica la funcion de enlace a ese

valor puro y vuelve a envolver el resultado en ambas monadas.

Esta capacidad de construir ménadas mas grandes y complejas a partir de partes mas simples y enfocadas nos
permite un estilo de programacion algebraico muy expresivo y componible. Sin embargo, es importante tener en
cuenta algunas advertencias:

*  No todas las monadas se componen de manera limpia, ya que las leyes de mdonada para el compuesto
pueden no cumplirse en general.

*  Esnecesario elegir un orden de envoltura, y diferentes elecciones pueden dar lugar a semanticas sutilmente
distintas.

*  Eluso directo de ménadas compuestas puede llevar a un coédigo bastante verboso y dificil de leer, debido a
todos los envoltores comp y uncomp necesarios.

A pesar de estas limitaciones, la composicion de monadas sigue siendo una herramienta poderosa para construir
abstracciones complejas a partir de componentes simples. Demuestra el poder del razonamiento algebraico y la

reutilizacion en la programacion funcional.

StateT s m a Agrega estado mutable s a la monada base m get : StateT sms put: s — StateT s m ()
ReaderTrm a Agrega un entorno de solo lecturar a la ask : ReaderTrmr local : (r - r) - ReaderTrma —
monada base m ReaderTrm a
WriterT w m a Agrega una salida auxiliar w (usualmente un tell : w — WriterT w m () listen : WriterT wm a —
monoide) a la monada base m WriterT w m (a, w)
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ExceptT em a Agrega manejo de errores con excepciones de | throwE : e — ExceptT e m a catchE : ExceptT ema —
tipo € a la ménada base m (e — ExceptT ¢' m a) — ExceptT ¢' ma
ContTrma Agrega continuaciones con resultado final de | callCC : ((a — ContT r m b) — ContT r m a) — ContT
tipo r a la ménada base m rma

6.4.2. Transformadores de monada

/ Los transformadores de monada perwmiten

componer monadas para combinar sus efectos.

Otra técnica comun y poderosa es definir "transformadores de monada" independientes que agregan un solo
efecto a una monada base arbitraria. Estos transformadores nos permiten agregar funcionalidad adicional a las

moénadas existentes de una manera modular y componible.

Por ejemplo, a continuacidn, se muestra un transformador de ménada para agregar manejo de excepciones:

record ExceptT (E : Set) (M : Set - Set) (A : Set) : Set where

constructor mkExceptT

field runExceptT : M (Either E A)

except : {E A : Set} {M : Set -» Set} { MonadM : Monad M }

- Either E A -» ExceptT E M A

except x = mkExceptT (return x)

module _ {E : Set} {M : Set - Set} { MonadM : Monad M } where

instance

MonadExceptT : Monad (ExceptT E M)

MonadExceptT = record

{ return = except - right

; >>=_ = A ma f - mkExceptT $ do

X « runExceptT ma

case x of A {

(left e) - return (left e)

5 (right a) - runExceptT (f a) }
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El tipo ExceptT E M A representa una computacion en la ménada M que puede lanzar una excepcion de tipo E o

producir un valor de tipo A. Su implementacidon almacena una computacion M (Either E A) envuelta.

La instancia Monad para ExceptT E M propaga la estructura monadica de M de una manera que agrega un
cortocircuito de los efectos M en caso de una excepcion. return simplemente envuelve el valor dado en el
constructor Right de Either y lo coloca en el contexto M utilizando return, mientras que _>>=_ primero

ejecuta la computacion mondadica excepcional de la izquierda, inspecciona su resultado y, en caso de una
excepcion, la vuelve a envolver, y en caso de un valor exitoso, aplica la funcion de enlace para obtener una

nueva computacion monadica excepcional.

Otros transformadores de ménada comunes, como StateT, ReaderT, WriterT, etc., siguen un patrén similar.
Envuelven una computacion monadica del tipo base M con un efecto adicional y definen returny _>>=_ de una

manera que agrega ese efecto mientras preserva el comportamiento original de M.

Transformadores

Transformadores

v
m

Imagen 13 - Transformadores de Monada Comunes.
(Fuente: Propi

Las moénadas son una herramienta increiblemente poderosa y flexible en la programacion funcional. La
capacidad de componerlas y transformarlas nos permite construir abstracciones complejas a partir de
componentes simples y reutilizables. Al reconocer patrones comunes y factorizarlos en interfaces genéricas,
podemos evitar reinventar la rueda y, en su lugar, ensamblar las herramientas ideales a partir de piezas estandar.

En este capitulo, exploramos las ménadas en Agda, desde su motivacién hasta su implementacién practica.
Cubrimos la definicidn categérica y las leyes, junto con el uso de interfaces estandar como "Monad™,
“MonadFail®, “MonadPlus’, y la notacién “do . También examinamos la creacidn de instancias monadicas

personalizadas y técnicas avanzadas como transformadores y composicién. Se presentaron ejemplos de ménadas

como “Maybe™, “List’, “State’, “Reader’, “Writer®, IO, mostrando diferentes estilos de programacién y

efectos computacionales.
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Implementa la ménada “Writer® en Agda. Aseglrate de que cumple con las leyes monadicas y proporciona

pruebas formales de estas leyes.

Implementa el transformador de ménadas “ReaderT . Demuestra cémo se puede usar para agregar un
entorno de solo lectura a cualquier mdénada existente.

3 Define una ménada libre para un conjunto simple de operaciones (por ejemplo, operaciones de estado
“get® y “put’). Implementa un intérprete para esta ménada libre.

Implementa la composicidén de dos monadas arbitrarias. Demuestra que la composicién resultante
también es una ménada proporcionando pruebas de las leyes monadicas.

5 Define un tipo de datos para representar un lenguaje de efectos simple (por ejemplo, con operaciones
de estado y excepciones). Implementa una ménada que interprete este lenguaje de efectos.

Implementa una versidn indexada de la ménada "State™ donde el tipo del estado puede cambiar. Usa
esto para implementar un pequefio lenguaje tipado con un entorno de tipado que evoluciona.

7 Escribe pruebas formales para demostrar propiedades de programas monddicos, como que ciertas
secuencias de operaciones producen resultados especificos o mantienen ciertos invariantes.
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Capitulo 7: Verificacion y pruebas en

Agda

7.1. Introduccion

En este capitulo, exploraremos la fascinante
area de la programacion verificada usando Agda.
Aprenderas a aprovechar el poderoso sistema de
tipos de Agda para especificar y probar
propiedades de tu cdédigo, desde algoritmos
clasicos como ordenamiento hasta aplicaciones
mas exoticas en algebra abstracta y
criptografia. Desarrollaras habilidades para
traducir especificaciones informales a
definiciones formales precisas y dominaras
técnicas de prueba interactiva usando el
asistente de pruebas integrado de Agda. También
veremos como integrar componentes verificados
con cédigo no verificado mediante la
extraccion. Al final, estards equipado con las
herramientas conceptuales y practicas para
escribir tus propias pruebas en Agda, viendo la
programacion bajo una nueva luz como un medio
para el razonamiento 1ldégico y la construccion
de conocimiento replicable.

A lo largo de este libro, hemos explorado el fascinante mundo de la programacion funcional usando el lenguaje

Agda. Hemos aprendido sobre su expresivo sistema de tipos, las funciones puras, los datos inmutables y muchas

otras caracteristicas poderosas. Estos conceptos fundamentales forman el nucleo del estilo de programacion

funcional y nos permiten escribir codigo elegante, componible y facil de razonar.

Sin embargo, hasta ahora nos hemos enfocado principalmente en la especificacion e implementacion de

programas. Aunque hemos aprovechado el sistema de tipos de Agda para guiar el disefio y atrapar muchas

clases de errores, aun no hemos explotado al maximo su verdadero potencial. Uno de los aspectos mas

asombrosos de Agda es su capacidad de no solo escribir programas, sino de probar formalmente su correccion.
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Imagina poder especificar con precision las propiedades que tu codigo debe satisfacer, similar a como escribes
tipos para funciones.

Funcion 1 Funcion 2

Funcion3

Objetivo 1 Objetivo 2 Objetivo 3

Imagen 14 - Interactuando con el Asistente de Pruebas de Agda.
(Fuente: Propia)

Pero en lugar de solo etiquetar las entradas y salidas, puedes hacer afirmaciones profundas y expresivas sobre el
comportamiento y las relaciones.

Analiza/Transforma — Genera

Imagen 15 - Metaprogramacion: Programas que Manipulan Programas.
(Fuente: Propia)

Propiedades como "ordenar una lista preserva sus elementos", "este algoritmo de compresion es invertible por
este descompresor” o "este solucionador SAT respeta las reglas de la 16gica proposicional”.

Ahora imagina realmente poder probar, con el rigor de las matematicas, que tu implementacion cumple esas
especificaciones.
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Proposiciones Corresponden a —>[ Pruebas

Se interpretan como Se interpretan como
v v
TipOS Corresponden a Términos

Imagen 16 - El Isomorfismo de Curry-Howard: Unificando Pruebas y Programas.
(Fuente: Propia)

Es decir, construir un argumento légico inapelable desde axiomas bésicos y reglas de inferencia que establece
sin lugar a dudas que tu cddigo hace exactamente lo que dice. No mas incertidumbre, no mas pruebas

insuficientes, no mas rincones inexplorados, solo la garantia cristalina que se deriva de una prueba formal.

Esto es precisamente lo que permite el asistente de pruebas de Agda. Aprovechando la correspondencia de
Curry-Howard entre programas y pruebas, podemos usar el mismo lenguaje y herramientas tanto para
implementar funciones como para razonar sobre ellas. Podemos codificar especificaciones como tipos, escribir
pruebas como términos y tener la seguridad de que la logica subyacente de nuestros programas es solida e
incontestable.

En este capitulo, daremos un gran salto al reino de la programacion verificada. Veremos como Agda nos permite
declarar propiedades precisas que nuestro codigo debe cumplir y luego probar matematicamente que nuestras
implementaciones satisfacen esas propiedades. A través de la fusion de légica y programacion, podemos

alcanzar un nuevo nivel de confiabilidad, robustez y claridad en nuestro software.

Algunas de las preguntas clave que abordaremos incluyen:

({Qué significa para un programa ser "correcto" y como Se explora el concepto de correccion de un programa y cémo puede ser
podemos especificar esa correccion en Agda? formalizado en Agda.
(Como podemos usar los tipos para expresar propiedades y Se discute como los tipos en Agda pueden utilizarse para expresar
relaciones generales entre entradas y salidas? propiedades y relaciones entre datos de entrada y salida.
(Cual es el flujo de trabajo para construir interactivamente Se describe el proceso paso a paso de construccion de una prueba
una prueba de un programa usando Agda? interactiva en Agda.

(Qué ventajas tienen las pruebas formales sobre las técnicas | Se analizan las ventajas de las pruebas formales en comparacion con las

tradicionales basadas en testing? pruebas tradicionales basadas en testing.
(Cuales son algunas de las compensaciones y limitaciones Se examinan las compensaciones y limitaciones asociadas con la
de la verificacion en la practica? verificacion en la practica.

A lo largo del camino, veremos una variedad de ejemplos, desde clasicos como ordenamiento y biisqueda hasta
aplicaciones mas inusuales en algebra abstracta y criptografia. Ganaremos experiencia en traducir propiedades

informales a especificaciones formales y desarrollaremos un repertorio de técnicas comunes de prueba. También
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exploraremos cémo integrar componentes verificados con codigo no verificado mediante el mecanismo de

extraccion de Agda.

Al final de este capitulo, tendras las herramientas conceptuales y practicas para comenzar a escribir tus propias
pruebas en Agda. Veras la programacion bajo una nueva luz, no simplemente como una forma de instruir
computadoras, sino como un medio para el razonamiento logico preciso y la construccion de conocimiento

demostrable.

7.2. Especificando propiedades

Antes de poder probar que un programa se comporta correctamente, necesitamos articular con precision qué
significa esa correccion. Es decir, debemos escribir especificaciones claras y completas de las propiedades que
esperamos que satisfaga el programa. Estas especificaciones actuaran como los faros que guiaran el resto del

proceso de verificacion.

En la programacion tradicional, las especificaciones a menudo toman la forma de documentacion informal
escrita en lenguaje natural, quizds complementada con algunos ejemplos o casos de prueba. Considera una
funcion tipica como la siguiente:

. -- Ordena una lista de enteros en orden ascendente

2 | sort :: [Int] -> [Int]

Su especificacion podria verse asi en Haskell:

1 | -- | Ordena una lista de enteros en orden ascendente.

2 | -- Ejemplos:

3 |-- sort [3,1,4,1,5,9,2,6,5,3] == [1,1,2,3,3,4,5,5,6,9]
4 |--  sort [1,2,3,4,5] == [1,2,3,4,5]

5 | -- sort [] ==[]

6 | sort :: [Int] -> [Int]

Aunque esto es mejor que nada, tales especificaciones informales tienen serias limitaciones. Son ambiguas,
incompletas y propensas a inconsistencias. No estan integradas con el sistema de tipos y no se verifican
mecanicamente. En resumen, son una base débil para el razonamiento riguroso y las pruebas formales

(Demostraciones matematicas rigurosas de propiedades de programas usando logica).

Informal - Fécil de escribir- No requiere conocimiento de sistemas - Ambigua y parcial- Propensa a inconsistencias- No
formales verificable por el compilador
Formal - Precisa y completa- Verificable por el sistema de tipos- - Requiere mas esfuerzo para escribir- Necesita
Permite razonamiento riguroso y pruebas familiaridad con logica y sistemas de tipos

En cambio, en Agda podemos codificar especificaciones directamente como tipos, aprovechando toda la

expresividad y maquinaria del sistema de tipos.
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Imagen 17- Tipos Dependientes.

Estos tipos de especificacion capturan relaciones y propiedades mucho mas ricas que las simples etiquetas de
tipos de Haskell. Son entidades de primera clase que podemos nombrar, combinar, computar y cuantificar.

Pagina 119 de 171



Imagen 18 - Especificaciones como Tipos en Agda.

Por ejemplo, aqui hay una posible especificacion para la funcion de ordenamiento en Agda:

data Ordered {A : Set} : List A - Set where

nil : Ordered []

cons : V {x xs} » (y : A) >y € xs » x <y - Ordered (x :: xs) - Ordered (y :: X :: xs)

n sorted : List Nat - Set

sorted [] =

n sorted (x :: xs) = x £ xs x sorted xs

specification : (xs : List Nat) - Set

“ specification xs = Permutation xs (sort xs) x sorted (sort xs)

data Ordered {A : Set} : List A - Set where

Desgranemos esto pieza por pieza:

*  Ordered es un predicado sobre listas que captura lo que significa que una lista esté en orden ascendente.

Una lista vacia trivialmente estd ordenada. Una lista no vacia estd ordenada si y solo si su cabeza es menor
o igual que todos los elementos restantes y su cola también esta ordenada.

*  sorted es una version simplificada del predicado Ordered especializada para listas de nimeros naturales.
Establece que cada elemento debe ser menor o igual que el siguiente.

* specification es el tipo real que especifica la funcion sort. Dice que para cualquier lista de entrada xs,
la salida sort xs debe ser una permutacion de xs (es decir, contener los mismos elementos, posiblemente
reordenados) y también debe estar ordenada.
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Aqui _€_, < , =, T son funciones y tipos definidos en la biblioteca estandar de Agda que capturan conceptos

matematicos comunes.

La belleza de esta especificacion es que es completamente precisa y verificable. No hay ambigiiedad sobre lo
que constituye una lista ordenada o una implementacion correcta de ordenamiento. Cualquier funcidén que

satisfaga el tipo specification estd garantizada por construccion de ser un algoritmo de ordenamiento valido

segun nuestra definicion.

Ordenamiento | sorted : List Nat — Setsorted [] = Tsorted (x :: Xs) Una lista esta ordenada si estd vacia o su cabeza es
= (x < head xs) X sorted xs menor o igual que el primer elemento de su cola, y su
cola esta ordenada
Permutacion | = : {A:Set} — ListA— ListA— Set[] =[] Dos listas son permutaciones si tienen los mismos
=TXuXSRYy:ys=(X=y) X (Xs=ys) =~ elementos, aunque posiblemente en diferente orden
=1
Especificacion | specification : (xs : List Nat) — Setspecification xs Una funcion sort es correcta si su resultado es una
de sort = (xs = sort xs) x sorted (sort xs) permutacion de la entrada y esta ordenado

Por supuesto, llegar a especificaciones tan formales no siempre es facil. A menudo requiere iteracion y
refinamiento, comenzando desde ideas vagas en lenguaje natural y gradualmente destilandolas en definiciones
matematicas precisas. Debemos balancear expresividad, simplicidad y facilidad de uso. Demasiado detalle se
vuelve abrumador, mientras que muy poco conduce a pruebas débiles.

Un buen flujo de trabajo es comenzar escribiendo algunas propiedades clave como tipos, luego intentar probar
esas propiedades para una implementacion concreta. Cuando surjan obstaculos o lagunas en las especificaciones
iniciales, podemos volver atras y ajustarlas, en un ciclo continuo de refinamiento y retroalimentacion.

Ademas de las propiedades especificas del dominio como el ordenamiento, a menudo queremos capturar
propiedades genéricas pero importantes como equivalencia, idempotencia, invertibilidad, etc. Agda tiene un rico
ecosistema de bibliotecas para expresar tales conceptos abstractos. Por ejemplo, aqui hay algunas

especificaciones genéricas comunes de la biblioteca estandar:

= : {A: Set} - A-> A Set

x=y=Y(P:A->Set) > Px->Py

Associative - =V xyz-o(x-y) - -z=x-(y - 2z)

Idempotent ® =V x - x ® x = x

Inverses _~* - =V x->x+-x 1T=gxx1.x=c¢

Estas capturan, respectivamente, igualdad proposicional, asociatividad, idempotencia e invertibilidad. Estan
parametrizadas por los tipos y operaciones relevantes, haciéndolas ampliamente aplicables. Podemos

instanciarlas y combinarlas con nuestras propias especificaciones para construir requisitos ricos y exXpresivos.

He aqui un ejemplo de especificar que la concatenacion de listas es asociativa:

. ++-assoc : {A : Set} - (xs ys zs : List A) > ((Xxs ++ ys) ++ zs) = (Xs ++ (ys ++ zs))
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2 | ++-assoc xs ys zs = refl

++-assoc : {A : Set} - (xs ys zs : List A) > ((xs ++ ys) ++ zs) = (xs ++ (ys ++ zs))

El tipo ++-assoc establece que para cualesquiera listas xs, ys, y zs, concatenar (xs ++ ys) y zs es igual a
concatenar xs y (ys ++ zs). El término refl es una prueba trivial de reflexividad que completaremos mas

adelante.

Por ahora, lo principal a recordar es que en la programacion con tipos dependientes, las especificaciones y los
tipos son una y la misma cosa. Al definir un tipo, estamos haciendo una afirmacion precisa sobre el
comportamiento y las propiedades que deben cumplir sus habitantes. Esto se aplica tanto a los tipos completos

de funciones como specification como a las declaraciones genéricas de propiedades como ++-assoc.

En la siguiente seccidon, veremos coémo realmente probar que una pieza de cdodigo tiene el tipo especificado. Al
escribir términos explicitos de prueba, podemos verificar mecdnicamente que la implementacién y la
especificacion realmente coinciden. Esto lleva las especificaciones de ser meros comentarios inteligentes a

verdaderos contratos ejecutados por el compilador.

El camino hacia las especificaciones formales no siempre es facil, pero los beneficios son inmensos. Con las
herramientas y la mentalidad adecuadas, podemos crear islas de certeza logica dentro del vasto océano de la
ambigiiedad del software. Tomando la pluma del poeta y el rigor del matematico, podemos escribir programas
como proclamas inequivocas de proposito y verdad.

++-assoc [] ys zs = refl

Video 10: Prueba de propiedad asociativa
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7.3. Pruebas de propiedades

Una vez que hemos aprendido a escribir especificaciones en forma de tipos, el siguiente paso es probar que
nuestro cddigo cumple con esas especificaciones. En Agda, las pruebas son simplemente términos que habitan
un tipo dado. Para verificar una propiedad, construimos explicitamente un término de ese tipo, que representa

esencialmente una serie de pasos logicos que conducen a la conclusion deseada.

Consideremos la propiedad asociativa de _++_ del capitulo anterior:

++-assoc : {A : Set} - (xs ys zs : List A) - ((xs ++ ys) ++ zs) = (xs ++ (ys ++ zs))

2 | ++-assoc xs ys zs = {! !}

Para completar la prueba, necesitamos reemplazar el marcador de posicion {! !} con un término real del tipo:

. ((xs ++ ys) ++ zs) = (xs ++ (ys ++ zs))

En otras palabras, necesitamos proporcionar evidencia de que estos dos términos son realmente iguales.

Afortunadamente, la definicion de _++_ nos da exactamente la informacion que necesitamos. Aqui estd la

prueba completa:

++-assoc : {A : Set} - (xs ys zs : List A) - ((xs ++ ys) ++ zs) = (xs ++ (ys ++ zs))
++-assoc [] ys zs = refl

++-3ssoc (X :: XS) ys zs

cong (x :i) (++-assocC XS ys zs)

4 | ++-assoc : {A : Set} - (xs ys zs : List A) - ((xs ++ ys) ++ zs) = (xs ++ (ys ++ zs))

Esta prueba procede por induccion estructural en xs:

. (x =2 (XS ++ ys)) ++ zs = x :: ((XS ++ ys) ++ zs)

La hipotesis inductiva nos dice que (xs ++ ys) ++ zs = xs ++ (ys ++ zs). Podemos aplicar cong para

levantar esta igualdad al contexto (x ::_), obteniendo exactamente la igualdad que necesitamos.
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Imagen 19 - Proceso de Prueba Interactiva.

Aqui refl y cong son dos constructores de prueba fundamentales provistos por la biblioteca estandar:

* reflesunapruebade x = x para cualquier x.
*  congtoma una igualdad x = y y una funcion f, y produce una pruebade f x = f y.

Juntos, nos permiten construir pruebas complejas a partir de igualdades mas simples.

Veamos otro ejemplo: una prueba de que invertir una lista dos veces produce la lista original.

reverse-involutive : {A : Set} - (xs : List A) - reverse (reverse Xxs) = Xs

reverse-involutive [] = refl

reverse-involutive (x :: xs) =

begin

reverse (reverse (X :: Xs))

reverse (reverse xs ++ [ x ])

=( cong (A ys -~ reverse (ys ++ [ x ])) (reverse-involutive xs) )

reverse (xs ++ [ x ])

=( reverse-++-commute xs [ x ] )

reverse [ x ] ++ Xxs

[ =

where

=
o))

reverse-++-commute : {A : Set} - (xs ys : List A) -

reverse (Xs ++ ys) = reverse ys ++ reverse Xs

refl

reverse-++-commute xs []

reverse-++-commute xs (y ::ys)

begin

reverse ((xs ++ [y ]) ++ ys)

=( reverse-++-commute (xs ++ [ y ]) ys )

reverse ys ++ reverse (xs ++ [y ])

( cong (reverse ys ++_) (reverse-++-commute xs [y ]) )

reverse ys ++ (reverse [ y ] ++ reverse xs)

=()

N N N
o)} e N

reverse ys ++ (y :: reverse Xxs)
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28 ()

. reverse (y :: ys) ++ reverse Xxs

30 [ ]

Aunque esta prueba también utiliza induccion, la cadena de razonamiento es mas extensa. Usamos la sintaxis
"begin-_=(_)_-n" para encadenar una secuencia de igualdades justificadas por varios subobjetivos y lemas

auxiliares, como reverse-++-commute, que a su vez se prueba por induccion y célculo.

El flujo general consiste en trabajar "de adentro hacia afuera", reduciendo la conclusion deseada a subobjetivos
mas simples utilizando ecuaciones y propiedades conocidas, hasta llegar a algo trivialmente cierto como refl.
El asistente interactivo de pruebas de Agda resulta invaluable en este proceso, ya que muestra el estado actual
de la prueba y el objetivo inmediato, permitiéndonos mantenernos encaminados y ver exactamente qué nos falta
demostrar.

A medida que nuestras pruebas se vuelven mas complejas, a menudo es Util extraer subpruebas reutilizables

como lemas separados, como hicimos con reverse-++-commute. Esto mantiene limpio y modular el flujo de
razonamiento. También podemos aprovechar bibliotecas como Relation.Binary.PropositionalEquality,

que proporcionan combinadores de prueba adicionales para igualdad proposicional.

En general, construir una prueba es una habilidad que mejora con la practica. Involucra una combinacion de
razonamiento hacia adelante desde hipdtesis y definiciones, razonamiento hacia atras desde el objetivo, y un
instinto para encontrar el "punto dulce" entre los dos. Requiere creatividad para encontrar la ruta correcta, pero
también disciplina mecénica para ejecutar los pasos necesarios.

Con el tiempo, uno desarrolla un repertorio de técnicas y estrategias para abordar diferentes situaciones de
prueba. Patrones comunes como induccidn estructural, calculo ecuacional y razonamiento por casos surgen
repetidamente. También aprendemos cudndo buscar bibliotecas existentes o resultados previamente
demostrados para no reinventar la rueda.

Probar completamente propiedades de programas no triviales a menudo requiere un esfuerzo significativo. Sin
embargo, los beneficios hacen que valga la pena:

Verificacion
Formal

Verificacion Formal

Componentes Reutilizables Entendimiento Mas Profundo Correccion Garantizada

Imagen 20 - Ventajas de la Verificacion Formal.
(Fuente: Propia)
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La certeza absoluta de correccion, la comprension més profunda ganada al pensar rigurosamente sobre el
comportamiento, y la capacidad de reutilizar las pruebas como bloques de construccion para sistemas mas

grandes.

Sin embargo, escribir pruebas detalladas no siempre es practico o necesario para cada pieza de codigo. En la
siguiente seccion, exploraremos algunas formas de incorporar el razonamiento especificaciones directamente en
las definiciones de tipos usando tipos refinados. Al restringir el conjunto mismo de valores representables,

podemos obtener ciertas garantias de correccion "gratis", sin escribir pruebas separadas.

7.4. Pruebas Formales

Las pruebas formales son una herramienta poderosa en el desarrollo de software que nos permite verificar
matematicamente la correccion de nuestros programas. En el contexto de la programacion funcional vy,
especificamente, en Agda, las pruebas formales se integran de manera natural con el cddigo, permitiéndonos

desarrollar software correcto por construccion.

Una prueba formal es una demostracion matematica rigurosa de que un programa cumple con su especificacion.
A diferencia de las pruebas tradicionales basadas en pruebas, que solo pueden mostrar la presencia de errores,
pero no su ausencia, las pruebas formales pueden garantizar la ausencia de ciertos tipos de errores en todas las
posibles ejecuciones del programa.

En Agda, las pruebas formales se escriben como funciones que habitan ciertos tipos. Esto se basa en el
isomorfismo de Curry-Howard, que establece una correspondencia entre proposiciones logicas y tipos, y entre

pruebas y programas. La siguiente tabla ilustra esta correspondencia:

Proposicion Tipo
Prueba Término (programa)
Implicacion (P — Q) Tipo funcion (A — B)
Conjuncion (P A Q) Tipo producto (A x B)
Disyuncion (P v Q) Tipo suma (A v B)
Verdadero (T) Tipo unidad (T)
Falso (1) Tipo vacio (L)

Veamos un ejemplo simple de como escribir una prueba formal en Agda. Probaremos que para cualquier
numero natural n, n + 0 =n.

open import Data.Nat

open import Relation.Binary.PropositionalEquality

+-right-identity : V (n : N) 2 n+ 0 =n

+-right-identity zero = refl

+-right-identity (suc n) = cong suc (+-right-identity n)
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En este ejemplo, declaramos un teorema "+-right-identity” que afirma que para todo nimero natural ‘'n’, 'n+ 0=
n'. Probamos el teorema por induccidon sobre ‘n’. En el caso base, cuando 'n’ es “zero’, “zero + 0 = zero™ por
definicion, lo cual probamos con ‘refl’ (reflexividad). En el paso inductivo, asumimos que el teorema es cierto

para ‘n" y lo probamos para “suc n'. Usamos ‘cong” para aplicar ‘suc’ a ambos lados de la igualdad inductiva.

Las pruebas formales pueden volverse bastante complejas. Veamos un ejemplo mas elaborado: probaremos que

la suma de naimeros naturales es asociativa.

+-assoc : V. (mnp :N) 2 (m+n) +p=m+ (n+ p)

2 | +-assoc zero n p = refl

+-assoc (suc m) np =

begin

(sucm+n) +p

=0

suc (m + n) +p

=0

suc ((m + n) + p)

10 =( cong suc (+-assoc m n p) )

suc (m + (n + p))

12 =()

suc m + (n + p)

14 |

En esta prueba, usamos la sintaxis de razonamiento ecuacional de Agda para hacer la prueba mas legible. Cada
paso de la prueba esta justificado, ya sea por la definicion de la suma (=()) o por la aplicacion de la hipotesis

inductiva (=( cong suc (+-assoc m n p) ).

Una de las ventajas de usar Agda es que las pruebas y los programas coexisten en el mismo lenguaje. Esto
significa que podemos usar nuestras pruebas para guiar el desarrollo de nuestros programas y viceversa.

7.5. Tipos refinados

/ Los tipos refinados incorporan predicados que

V/(/(@ N YI restringen los valores validos de un tipo.

[ Y
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Hasta ahora, hemos mantenido una clara separacion entre los tipos de nuestros programas y sus especificaciones
logicas. Primero escribimos algunas definiciones de tipos y funciones, y luego afiadimos por separado
propiedades y pruebas sobre esas definiciones. Sin embargo, a veces es posible y beneficioso fusionar la

especificacion directamente en la definicion del tipo utilizando tipos refinados.

Un tipo refinado es simplemente un tipo regular "decorado" con algunos predicados adicionales que cada valor
del tipo debe satisfacer. Estos predicados actuan como una especie de contrato o invariante que restringe el
conjunto de valores que se pueden construir. Al empaquetar propiedades adicionales directamente en la

definicion del tipo, obtenemos esas garantias "de fabrica" sin tener que escribir pruebas externas.

Por ejemplo, en lugar de un simple tipo Int para enteros, podria ser deseable tener un tipo Pos para enteros

estrictamente positivos. He aqui una forma de definir tal tipo en Agda:

data Pos : Set where

2 pos : (n : N) - {nz@ : False (n = @)} - Pos

Aqui, Pos se define como un tipo de dato con un solo constructor pos. Para construir un valor de tipo Pos,
necesitamos proporcionar un numero natural n junto con una prueba n@ de que n no es cero. El tipo False es
el tipo vacio sin constructores, por lo que un valor de tipo False (n = @) solo existe sin £ 0 es false, es

decir, si n no es cero.

Con este tipo refinado, ahora es imposible incluso representar un entero no positivo, y mucho menos pasarlo a

funciones que esperan un Pos. Intentar construir un valor pos @ resultard en un error de tipo, porque no hay
forma de proporcionar la prueba requerida False (@ = 0). Las operaciones que esperan un Pos ahora pueden

asumir con seguridad la positividad sin comprobaciones en tiempo de ejecucion.

Veamos un ejemplo de una funcion segura de division para Pos:

/_: (nm: Pos) - Pos

2 | pos n/ pos m= pos (div n m)

Debido a que tanto n como m son de tipo Pos, sabemos que no pueden ser cero, por lo que la division esta bien

definida. No necesitamos una cldusula if alrededor de div para evitar una division por cero.

Los tipos refinados son especialmente efectivos para capturar invariantes de estructuras de datos. Por ejemplo,

podriamos representar listas ordenadas como:

data OList (A : Set) : Set where

nil : OList A

cons : (X : A) (xs : OList A) » (y : A) -y €E xs » x £y - OList A

Aqui, el constructor cons requiere una prueba de que el elemento insertado x es menor o igual que la cabeza
existente y. Esto asegura estructuralmente que todas las listas construidas con cons estén automaticamente

ordenadas, sin necesidad de pruebas de ordenamiento post-hoc.
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Otro ejemplo comun es representar arboles binarios de busqueda:

data BST (A : Set) : Set where

leaf : BST A

node : (x : A) (1 r : BST A) -

((y :t A) »y€El->y<x)~

((z:A)>z2€Er->x<2z)-

BST A

Cada nodo lleva consigo pruebas de que todos los elementos en el subarbol izquierdo son menores que la raiz x,
y todos en el subarbol derecho son mayores que x. Nuevamente, esto hace imposible construir un valor de tipo

BST que viole las invariantes de orden.

La verdadera potencia surge al combinar tipos refinados con otras caracteristicas de tipos dependientes. Por
ejemplo, podemos representar vectores (listas con longitud codificada por tipo) junto con un predicado de
ordenamiento:

data Vec (A : Set) : N > Set where

[1] : Vec A zero

it {n : N} (x : A) (xs : Vec A n) - Vec A (suc n)

n data OVec (A : Set) : N - Set where

[1] : OVec A zero

n ot {n N} (x : A) (xs : OVec An) » ((y : A) »y €Exs » x <y) - OVec A (suc n)

data Vec (A : Set) : N - Set where

Ahora tenemos listas ordenadas cuya longitud se conoce en tiempo de compilacion. Podemos escribir funciones

que sean genéricas en la longitud n sin perder la informacion de ordenamiento.

Si bien son poderosos, los tipos refinados tienen algunas compensaciones. Pueden hacer que las firmas de los
tipos y las pruebas sean mucho mas complicadas, potencialmente oscureciendo el flujo computacional
subyacente. A menudo tenemos que sopesar la garantia adicional de correccion contra la complejidad adicional

de implementacion y uso.

Especificacion - Fécil de escribir y entender- No agrega complejidad - No verificable- Puede volverse inconsistente o
Informal sintactica desactualizada
Especificacion - Precision y completitud- Verificable por el sistema de tipos - Requiere mas esfuerzo- Puede oscurecer la
Formal intencion
Pruebas Explicitas | - Maxima confianza en la correccion- Separa especificacion | - Requiere escribir pruebas- Las pruebas pueden
de implementacion ser complejas
Tipos Refinados - Integra especificacion y implementacion- Garantias desde - Puede complicar los tipos- No siempre es
los tipos posible o practico
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También es importante recordar que los tipos refinados, como cualquier forma de especificacion, solo son
significativos con respecto a alguna definicion formal subyacente. Las propiedades que codifican no son
axiomaticas, sino que derivan de cdmo hemos elegido expresarlas en el lenguaje del asistente de pruebas. Como

siempre, necesitamos asegurarnos de que esas definiciones realmente capturen el propdsito previsto.

A pesar de estas advertencias, los tipos refinados siguen siendo una herramienta extremadamente potente y un
area clave en la que los tipos dependientes brillan. Nos permiten elevar invariantes y contratos al nivel del
sistema de tipos, obteniendo una seguridad adicional sin pruebas adicionales. "Hacen que los estados

incorrectos sean irrepresentables”, por asi decirlo.

Al aprovechar los tipos refinados junto con pruebas explicitas, podemos especificar y verificar sistemas cada
vez mas complejos. En la siguiente seccion presentaremos algunos ejemplos del mundo real de este flujo de
trabajo integral, y como integrar componentes verificados con codigo no verificado utilizando el sistema de
extraccion de Agda.

7.6. Extraccion de cddigo verificado

Las técnicas de especificacion y verificacion cubiertas en este capitulo son extremadamente poderosas para
construir software robusto y correcto. Sin embargo, toda esta maquinaria de tipos y pruebas puede ser
computacionalmente costosa de ejecutar directamente. Ademas, a menudo necesitamos integrar componentes

verificados con bases de codigo existentes en lenguajes convencionales.

Afortunadamente, Agda admite la extraccidon, que nos permite traducir programas de Agda a cddigo en un

lenguaje anfitrion mas tradicional como Haskell, JavaScript o Scheme.

La idea basica es separar las partes computacionales de un programa (que contribuyen al comportamiento en

tiempo de ejecucion) de las partes meramente logicas o de prueba (relevantes solo para la verificacion).

Durante la extraccion, todas las computaciones que viven Unicamente en "fragmentos de prueba" del programa
se borran, dejando solo el nicleo computacional critico. Mas precisamente, cualquier término cuyo tipo es una
mera Proposicion (un tipo con al més un habitante irrelevante) puede ser borrado de forma segura. El resultado
es un programa con tipos simples en el lenguaje anfitrion que preserva el comportamiento original en tiempo de

ejecucion.

Consideremos el siguiente ejemplo simple. Supongamos que hemos definido y verificado una funcién para

duplicar un entero:

double zero = zero

Q
o
c
o
s
o
—~
%)
c
0
=]
~
1l

suc (suc (double n))

double-prop : (n : N) -» double n =n + n

double-prop zero = refl

double-prop (suc n) = cong suc (cong suc (double-prop n))
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Aqui, double-prop prueba que double n siempre es igual a n + n. Sin embargo, aunque proporciona una
garantia valiosa, double-prop no tiene ningin efecto computacional. Todo lo que importa para el tiempo de

ejecucion es la definicion original de double.

Imagen 21 - Extraccion de Codigo Verificado.

Podemos instruir a Agda para que extraiga solo el fragmento computacional relevante especificando una

directiva de extraccién como:

. {-# COMPILE JS double = function (n) { return n * 2; } #-}

Esto le indica a Agda que traduzca double a la funcion JavaScript correspondiente que duplica su argumento.
La prueba double-prop se borra por completo durante la extraccidon, ya que no contribuye al comportamiento

en tiempo de ejecucion.

Veamos un ejemplo mas sustancial. Recordemos el tipo OList para listas ordenadas de la seccion anterior:

data OList (A : Set) : Set where

nil : OList A

:(x : A) (xs : OList A) » (y : A) -y E xs » x £y - OList A

Tipos Re 0s Capturar invariantes y data OList (A : Set) : Set where []: OList A cons: (x:A) (Xs:
restricciones directamente en los OListA) > (y:A) > yExs > x<y — OList A
tipos
7
Aserciones de Tipos Especificar los tipos esperados head : {A:Set} —» OListA — A head (consx _ )=x
de los argumentos y resultados

Comprogacmnes en Verificar condiciones que safeDiv : (x y : N) — {y=0 : False (y =? 0)} — N safeDivxy
Tiempo de Ejecucion dependen de valores en tiempo {y=0} =divx y

de ejecucion
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Pruebas de Teoremas Demostrar propiedades de los | ++-assoc : {A : Set} (xs ys zs : List A) — (xs ++ ys) ++ zs = xs
programas dentro del sistema de | ++ (ys ++ zs) ++-assoc [] ys zs =refl ++-assoc (X :: Xs) ys z8 =
tipos cong (X ::_) (++-assoc Xs ys zs)

Supongamos que queremos extraer funciones que operan en OList a Haskell. Primero, podemos definir una

traduccion de OList a un tipo de datos de Haskell:

. {-# FOREIGN GHC type OList a = [] | a : OList a #-}

Esto mapea OList a un tipo algebrdico de datos en Haskell, ignorando los predicados de prueba. Ahora

podemos proporcionar traducciones para varias funciones:

{-# COMPILE GHC nil [1#}

{-# COMPILE GHC cons = (:) #-}
{-# COMPILE GHC head = \case

n [1 -> error "head: empty list"

(x:xs) -> x
(6] #)

{-# COMPILE GHC tail = \case

n [1 -> error "tail: empty list"

(x:xs) -> xs

10 | #-}

Aqui, los constructores nil y cons se traducen a [] y (:) respectivamente. Las funciones head y tail se

implementan mediante coincidencia de patrones, con casos de error para listas vacias.

Observemos como todas las pruebas asociadas con OList (por ejemplo, que el elemento insertado es mayor que
la cabeza) se borran por completo en el cédigo Haskell extraido. Lo que queda es una implementacion de lista
enlazada completamente estdndar. Sin embargo, debido a las propiedades probadas por separado, como la
preservacion del orden, podemos tener la certeza de que estas funciones extraidas son correctas con respecto a
esas especificaciones.

El borrado de pruebas durante la extraccion no solo reduce la sobrecarga, sino que también es crucial para la
integracion con el codigo existente. La mayoria de los lenguajes convencionales simplemente no tienen la
maquinaria de tipos para representar las ricas especificaciones y pruebas que podemos expresar en Agda. Al
borrar este andamiaje 16gico, obtenemos componentes concretos que pueden interoperar a la perfeccion con

bibliotecas y frameworks regulares.

Por supuesto, esto significa que el codigo extraido en si mismo no lleva ningun rastro directo de haber sido
verificado. Alguien que mira solo la traduccion de Haskell no tiene forma de saber que hemos probado ciertas
propiedades. La fuente de la verdad sigue siendo el desarrollo de Agda; la extraccidn es meramente un

"aplanamiento" para fines practicos.
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Por lo tanto, al integrar componentes verificados con bases de cddigo no verificadas, debemos tener cuidado de
razonar solo a partir de las especificaciones escritas formalmente en Agda, en lugar de las traducciones
potencialmente débiles.

Las pruebas en el mundo de los tipos dependientes no se transfieren automatica o sintdcticamente a los
artefactos extraidos.

Aun asi, la capacidad de aprovechar el poder de las matematicas para desarrollar y verificar bibliotecas criticas,
al mismo tiempo que producimos implementaciones optimizadas para el consumo convencional, es
inmensamente valiosa. De hecho, este enfoque hibrido es exactamente como se construyen varios sistemas del

mundo real en torno a los asistentes de pruebas.

Por ejemplo, el compilador optimizador de Haskell GHC utiliza este flujo de trabajo para sus fases centrales. El
nicleo de GHC y varias de las optimizaciones clave estdn implementadas y verificadas en Coq, y luego
extraidas a cddigo Haskell equivalente. Los componentes verificados se integran sin problemas con el resto de
la base de codigo Haskell, pero tienen la certeza adicional de la prueba formal.

A una escala atin mayor, toda la pila del kernel seL.4, que incluye un micronucleo, controladores de dispositivos,
sistema de archivos y otros componentes, se verifica formalmente en Isabelle/HOL y se extrae a C ejecutable.
Este es quizés el ejemplo mas impresionante hasta la fecha del desarrollo de sistemas operativos de alto
rendimiento con una base matematicamente probada.

La extraccion nos brinda lo mejor de ambos mundos: nos permite aprovechar toda la maquinaria expresiva de
los asistentes de pruebas para especificar, implementar y verificar software, mientras generamos artefactos
concretos y optimizados para el despliegue y la integracion. Nos permite ser tanto matematicos rigurosos como
ingenieros practicos.

Al adoptar la mentalidad de la programacion verificada, no estamos condenados a la torre de marfil de la teoria.
En su lugar, contamos con las herramientas para construir puentes solidos entre la especificacion abstracta y la
implementacion concreta. Las pruebas se convierten no solo en garantias de correccion, sino en planos para

construir sistemas del mundo real que son robustos, confiables y fundamentalmente so6lidos.

En este capitulo, exploramos las potentes capacidades de Agda para la especificacién y verificacidn.
Aprendimos a codificar propiedades como tipos, escribir pruebas como términos y obtener certeza mediante el
razonamiento matematico riguroso. Utilizamos tipos refinados y dependientes para expresar especificaciones,
probandolas desde la induccidén simple hasta cadenas de razonamiento mas complejas. Ademds, ganamos una nueva

perspectiva sobre la programacién: no solo escribimos instrucciones, sino que construimos conocimiento
replicable. Con estas herramientas, podemos abordar problemas complejos con confianza, construyendo sistemas
garantizados por pruebas matematicas y extrayendo implementaciones eficientes.

Demuestra formalmente las propiedades de asociatividad y conmutatividad para la suma de nimeros

naturales en Agda.

Prueba que la funcidén “reverse’ (inversién de una lista) es involutiva, es decir, que "reverse
(reverse xs) = xs  para cualquier lista “xs .
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Implementa el algoritmo de ordenamiento por insercién y proporciona una prueba formal de su
correccion (que el resultado esta ordenado y es una permutacion de la entrada).

Define una relacidén bien fundada en los numeros naturales y Usala para demostrar la terminacidn de
la funcidon de Ackermann.

Define un tipo “Vector® con longitud indexada y prueba que la concatenacién de vectores preserva la
longitud (es decir, que la longitud del resultado es la suma de las longitudes de los vectores de
entrada).

Define un tipo de dato para arboles binarios de busqueda y prueba que las operaciones de insercién y
blsqueda mantienen la propiedad de orden del arbol.

Implementa y verifica un algoritmo simple (por ejemplo, factorial o fibonacci) en Agda. Luego,
extrae el cédigo a Haskell y demuestra que se ejecuta correctamente.

Prueba que no existe un numero natural que sea tanto par como impar.

Demuestra que los tipos "A x (B + C)" y "(A x B) + (A x C)° son isomorfos, donde “x° representa el
producto y "+  1la suma de tipos.

Implementa una pequefia maquina de estados finitos usando la ménada “State™ y prueba algunas
propiedades sobre su comportamiento.
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Capitulo 8: Temas avanzados en
Agda

En este fascinante capitulo, nos adentraremos
en los conceptos mas avanzados y emocionantes
de la programacién funcional en Agda.
Exploraremos abstracciones elegantes como
moénadas y funtores, que nos permitiran
estructurar y razonar sobre efectos vy
computaciones de manera clara y modular.
Descubriremos coémo las técnicas de parsing y
compilacién nos abren 1las puertas a la
creaciéon de nuestros propios 1lenguajes e
intérpretes. Aprovecharemos el poder de 1la
metaprogramacién para automatizar tareas vy
extender las capacidades expresivas de Agda.
Ademas, incursionaremos en el mundo de 1la
criptografia funcional, donde la seguridad y
la correccién son primordiales. Preparate
para expandir los limites de lo que creias
posible en el desarrollo de software
funcional.

8.1. Introduccion

A lo largo de este emocionante recorrido por la programacion funcional en Agda, hemos construido una sélida
base de conocimientos. Desde los tipos basicos y las funciones puras hasta el asombroso poder de los tipos
dependientes y las pruebas formales, hemos desvelado los secretos de este fascinante paradigma.

Sin embargo, nuestro viaje no termina aqui. Agda es un lenguaje vasto y poderoso, con una profundidad y
riqueza que constantemente desafia los limites de lo que es posible en el mundo de la programacion. En este
capitulo culminante, nos adentraremos en algunos de los temas més avanzados y cautivadores que Agda tiene

para ofrecer.

Preparate para sumergirte en un universo de abstracciones elegantes, técnicas sofisticadas y aplicaciones
vanguardistas. Descubriras como las monadas y la teoria de categorias pueden elevar tu capacidad de
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razonamiento sobre efectos y composicion. Te maravillaras con las posibilidades que ofrecen las técnicas de
parsing y compilacion para crear tus propios lenguajes e intérpretes. Aprenderas a aprovechar la
metaprogramacion para automatizar tareas tediosas y expandir los horizontes expresivos de Agda. Y exploraras

coémo la criptografia funcional puede ser tu aliada en la construccion de sistemas mas seguros y verificables.

Estos temas representan la vanguardia del conocimiento en la programacion funcional. Son las herramientas y
técnicas que los expertos emplean para abordar los desafios mas complejos e interesantes en el desarrollo de
software. Al dominar estos conceptos, no solo ampliards tu comprension de Agda, sino que también abriras
nuevas puertas de posibilidades en tu viaje como programador funcional.

8.2. Abstracciones avanzadas

8.2.1. Monadas

En capitulos anteriores, introdujimos el concepto de monadas como una poderosa abstraccion para estructurar y
secuenciar computaciones con efectos. Vimos coémo las mdnadas nos permiten encapsular operaciones impuras,
como la entrada/salida o el estado mutable, de una manera segura y componible. Sin embargo, las monadas son
mucho mas que una simple herramienta para manejar efectos; son un patron fundamental de disefio que captura

una amplia gama de estructuras y comportamientos computacionales.

Recordemos que una monada se define formalmente como un tipo de datos M equipado con dos operaciones:
return (también conocida como pure) y _>>=_ (conocida como "bind"). Estas operaciones deben satisfacer

ciertas leyes de coherencia conocidas como las leyes de ménadas.

En Agda, la interfaz de una monada se puede representar utilizando un registro parametrizado:

return = just

Video 07: Definicion de monada Maybe
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record Monad (M : Set - Set) : Set: where

2 field

return : {A : Set} -~ A->MA

>>= : {AB:Set}-MA-> (A-MB) - MB

left-id : {A B : Set} (a : A) (f : A> MB) -

(return a >>= f) = f a

right-id : {A : Set} (ma : M A) -

(ma >>= return) = ma

assoc :{ABC: Set} (ma:MA) (f: A>-MB) (g : B->MC) -

10 ((ma >>= ) >>=g) = (ma >>= (A a - f a >>=g))

Aqui, return es una funciéon que toma un valor de tipo A y lo envuelve en el contexto monadico M, mientras que
_>>=_(pronunciado "bind") es una funcidon que toma un valor monadico M Ay una funcién A - M B, extrae el

valor A del contexto, aplica la funcion y devuelve el resultado envuelto en M B.

Las leyes de monadas estan codificadas como los campos left-id, right-id y assoc. Estas leyes aseguran

que las monadas se comporten de manera coherente y componible. La ley de identidad izquierda establece que
return es una identidad para _>>=_ por la izquierda, la ley de identidad derecha establece que return es una

identidad para _>>=_ por la derecha, y la ley asociativa establece que _>>=_ es asociativa.

Un ejemplo candnico de monada es la ménada Maybe, que representa computaciones que pueden fallar:

data Maybe (A : Set) : Set where

just : A - Maybe A

nothing : Maybe A

instance

MaybeMon : Monad Maybe

MaybeMon = record

{ return = just

-
\4
v

L}
1}

maybe” (A _ - nothing)

maybe” : {A B : Set} » (A - Maybe B) - Maybe A - Maybe B

maybe’ f (just a) = f a

=
[Y)
<
o
(7]
-+

nothing = nothing
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Aqui, return simplemente envuelve un valor en el constructor just, mientras que _>>=_ desenvuelve un valor

Maybe A, aplica la funcion si es just, o propaga nothing si la computacion ya ha fallado.

La belleza de las monadas radica en su capacidad para componer y secuenciar operaciones de manera clara y
legible. Por ejemplo, podemos encadenar una serie de computos Maybe utilizando _>>=_:

validateLength : String - Maybe String

validateLength s =

if length s >= 8 then just s else nothing

validateUppercase : String - Maybe String

validateUppercase s =

if any isUppercase s then just s else nothing

validatePassword : String - Maybe String

validatePassword s =

validatelLength s >>= validateUppercase

Aqui, validatePassword primero verifica que la longitud de la contrasefia sea de al menos 8 caracteres
utilizando validatelLength, y luego verifica que contenga al menos una letra mayuscula utilizando
validateUppercase. El uso de _>>=_ nos permite secuenciar estas operaciones de manera concisa,

propagando automaticamente los fallos a través de la cadena de computos.

Esta capacidad de composicion es lo que hace a las ménadas tan poderosas. Nos permiten construir programas
complejos a partir de piezas mas pequeiias y reutilizables, abstrayendo los detalles de manejo de errores, estado,

no determinismo, etc. Algunos otros ejemplos comunes de monadas incluyen:

*  List para representar computos no deterministas o con multiples resultados.
*  State para pasar estado mutable a través de una secuencia de operaciones.

. Reader para proporcionar un entorno o contexto a un computo.

*  Writer para generar un registro o traza junto con el resultado de un computo.
* 10 para realizar operaciones de entrada/salida.

Una técnica poderosa en la programacion con monadas es el uso de transformadores de moénadas. Un
transformador de ménada es un tipo que toma una monada como parametro y devuelve una nueva monada que
agrega alguna funcionalidad extra. Esto nos permite construir monadas mas complejas y especializadas

componiendo transformadores.

En Agda, los transformadores de monadas se pueden definir utilizando registros de tipo de orden superior. Por

ejemplo, aqui se muestra la definicion del transformador de estado StateT:

record StateT (S : Set) (M : Set - Set) (A : Set) : Set where

2 field
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runStateT : S - M (A x S)

module _ {S : Set} {M : Set - Set} { MonM : Monad M | where

open Monad MonM

mapStateT : {AB : Set} > (M (A xS) > M (B xS)) » StateT SM A - StateT S M B

mapStateT £ ma = record { runStateT = A s » f (runStateT ma s) }

instance

MonadStateT : Monad (StateT S M)

10 MonadStateT = record

{ return = A a - record { runStateT = A s - return (a , s) }

12 ; >>=_ = Ama f - record { runStateT = A s -

runStateT ma s >>= A{ (a , s') - runStateT (f a) s' }

14 }

Aqui, StateT S M A representa un computo que puede leer y escribir un estado de tipo S mientras interactia
con la ménada base M. La funcion runStateT desenvuelve el computo, tomando un estado inicial y devolviendo

un valor M que contiene tanto el resultado como el estado final.

La funcion mapStateT nos permite transformar la computacion interna, mientras que la instancia MonadStateT
proporciona las operaciones estandar de return y _>>=_ para StateT. Luego, StateT se puede usar para

agregar capacidades de estado a otras monadas:

. type Parser A = StateT String Maybe A

2 | satisfy : (Char - Bool) - Parser Char

. satisfy p = do

4 s « get
. case uncons s of A where
6 nothing - lift nothing

(just (c , s')) » if p c then put s' >> return c

n else lift nothing

where

get : Parser String

get = record { runStateT

put : String - Parser T

put s = record { runStateT = A _ - return (tt , s) }

A's - return (s , s) }

Aqui, definimos un parser simple utilizando StateT sobre la ménada Maybe. El parser satisfy intenta

consumir y devolver el siguiente caracter de la entrada si cumple con el predicado dado p. Utiliza las
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operaciones get y put para leer y escribir el estado de la cadena de entrada, y 1ift nothing para fallar si no se

puede analizar ninglin caracter.

Las monadas y los transformadores de monadas son herramientas esenciales en el toolkit del programador
funcional. Nos permiten estructurar y razonar sobre efectos y computos complejos de una manera clara y
modular. A medida que nuestra codificacion en Agda se vuelve mas sofisticada, dominar el uso de monadas se
vuelve cada vez mas importante.

Sin embargo, las moénadas son solo la punta del iceberg cuando se trata de abstracciones expresivas en Agda. A

continuacion, exploraremos un tema aiin mas general y fundamental: la teoria de categorias.

{AB: Set})  MA-> (A>MB)>MB

Video 09: Definicion del registro monada
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8.2.2. Teoria de Categorias

La teoria de categorias estudia estructuras

T matematicas y las relaciones entre ellas.

La teoria de categorias es como un lenguaje universal para hablar sobre estructuras y relaciones en matematicas,
pero no te asustes, jtambién tiene aplicaciones practicas en programacion! Imagina que estads organizando tu
coleccion de libros. Podrias agruparlos por género, autor, o afio de publicacion. Cada una de estas formas de
organizacion es como una "categoria" diferente.

En el mundo de la programacion, una categoria podria ser el conjunto de todos los tipos de datos y las funciones
entre ellos. Por ejemplo, en la categoria de los tipos de Agda, los "objetos" serian tipos como "Nat', "Bool’, o

‘List A", y los "morfismos" serian funciones entre estos tipos.
Formalmente, una categoria consta de:

1. Objetos (como nuestros tipos)
Morfismos entre objetos (como nuestras funciones)

Una forma de componer morfismos (como componer funciones)

ol A

Un morfismo identidad para cada objeto (como la funcion identidad para cada tipo)

Veamos como podriamos representar esto en Agda:

record Category : Set; where

field

Obj : Set

= : 0bj — Obj — Set

id : V {A} > A=A

6 ~_+V{ABC > (B=C > (A=8) = (A=0)

Aqui, "Obj" representa nuestros objetos, = => " nuestros morfismos, ‘id" la identidad, y * - " la composicion.
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Ahora, ;por qué nos importa todo esto? Bueno, la teoria de categorias nos permite ver patrones comunes en
diferentes areas de las matematicas y la programacion. Por ejemplo, el concepto de "funtor" en teoria de

categorias es la base de la idea de "Functor" en programacion funcional.

Un funtor es como un traductor entre categorias. Imagina que tienes dos formas diferentes de organizar tus
libros (dos categorias). Un funtor te permitiria traducir sistematicamente una organizacion a la otra, preservando

la estructura.

En Agda, podriamos representar un funtor asi:

record Functor (C D : Category) : Set where

field

Fo : Category.Obj C - Category.Obj D

F,: V{AB} > C[A,B]—->D[FA,FB]

Fid : V {A} — F, (C.id {A}) = D.id {F, A}

Fo: V{ABX}y(f:C[B,X])(g:C[A,B]) —

Fi (fC..g) =F fD.- F g

Aqui, 'Fo" mapea objetos, 'F;* mapea morfismos, y 'Fid" y 'F-* aseguran que se preserven la identidad y la

composicion.

En programacion, los funtores nos permiten aplicar una funcidon a cada elemento de una estructura de datos,
manteniendo la estructura. Por ejemplo, 'List’ es un funtor: podemos aplicar una funcién a cada elemento de
una lista, obteniendo una nueva lista.

mapList : V {A B} = (A = B) — List A — List B

mapList f [] []

mapList f (x :: xs) = ¥ x :: mapList f xs

La teoria de categorias nos proporciona un marco para entender y trabajar con estas estructuras abstractas. Nos
ayuda a ver conexiones profundas entre diferentes areas de las matematicas y la programacion, y nos

proporciona un lenguaje para hablar sobre estas conexiones.

En Agda, estos conceptos no son solo teoria: nos permiten escribir cddigo genérico y reutilizable, trabajando
con estructuras abstractas de una manera que se puede aplicar a muchos tipos concretos diferentes. Por ejemplo,

podriamos escribir funciones que trabajan con cualquier funtor, no solo con listas o arboles especificos.

8.3. Analisis y Compilacion

8.3.1. Parsing

El parsing es un proceso fundamental en la implementacion de muchas herramientas de software basadas en

lenguajes, como compiladores, intérpretes y validadores. Consiste en analizar una secuencia de simbolos, como
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un programa o un formato de datos, para determinar su estructura gramatical con respecto a una gramatica
formal dada.

En Agda, los parsers se pueden modelar como funciones que toman una lista de tokens y devuelven un resultado
sintdctico junto con los tokens restantes. Para manejar el no determinismo y la posibilidad de fallar, se envuelve

el resultado en un tipo de monada apropiado, como Maybe o List:

Parser : Set - Set - Set

2 | Parser Tok A = List Tok - Maybe (A x List Tok)

Una técnica comun para definir parsers de gramaticas libres de contexto es utilizar combinadores. La idea es

construir parsers complejos componiendo parsers mas simples mediante operaciones como alternacion (_<|>_),

secuenciacion (_*>_y _<*_), y mapeo (_<$>_):

. _<|>_ : {A : set} - Parser Tok A - Parser Tok A - Parser Tok A

2 | ps <|> p2 = A toks - maybe (p, toks) just (p. toks)

. <$>_ : {A B : Set} » (A - B) - Parser Tok A - Parser Tok B

4 | f <$> p = A toks - maybe’ (map f) (p toks)

. <*_ : {A B : Set} - Parser Tok A - Parser Tok B - Parser Tok A

6 | p1s <* p2 = (Aa_ - a) <$> p1 <*> p2

. _*> : {A B : Set} - Parser Tok A - Parser Tok B - Parser Tok B

8 | ps *> p2 = (A _ b - b) <$> p1 <*> p>

. _<*>_ : {A B : Set} - Parser Tok (A - B) - Parser Tok A - Parser Tok B

10 | pf <*> pa = uncurry _$_ <$> (pf <*> pa)

Estos combinadores permiten especificar la estructura gramatical de manera declarativa. Veamos un ejemplo de

un parser simple para expresiones aritméticas:

data Expr : Set where

1lit : N - Expr

add : Expr - Expr - EXxpr

sub : Expr - Expr - Expr

mul : Expr - Expr - Expr

expr : Parser Tok Expr

expr = add <[> sub <|> mul <|> lit

n 1lit : Parser Tok Expr

lit = 1it <$> tok number

add : Parser Tok Expr

add = _+ <$> expr <* tok "+" <*> expr

sub : Parser Tok Expr

sub = _-_ <$> expr <* tok "-" <*> expr
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14 | mul : Parser Tok Expr

mul = _*_ <$> expr <* tok "*" <*> expr

Aqui, 1it, add, sub y mul son parsers para los diferentes casos de la gramatica, que se combinan en el parser
b b 2 2
general expr mediante alternacion. Los parsers individuales utilizan tok para coincidir con tokens especificos,

y <$>, <*>, <* y *> para secuenciar y transformar los resultados del parsing.

El parsing es un excelente caso de estudio tanto para la programacion funcional en general como para la
programacion con tipos dependientes en particular. Con Agda, no solo podemos definir parsers elegantes
utilizando combinadores, sino que también podemos razonar formalmente sobre su correctitud y propiedades.

Por ejemplo, podriamos querer probar que el parser es completo (puede analizar todas las cadenas validas) y
que es inequivoco (no hay dos arboles de parsing diferentes para la misma cadena). Esto se puede lograr

generalizando el tipo de parsing para incluir una prueba de que el parser se corresponde con la gramatica:

Parser : Grammar Tok NT - NT - Set

2 | Parser G A=V {as bs} - A € NT - as ++ bs € G A - (as : List Tok) - Maybe (bs : List Tok)

Esto requiere que, para cada regla gramatical A - as ++ bs, el parser para A consuma los tokens as y deje los
tokens bs. Al indexar el tipo de parser en la graméatica G y el no terminal A, podemos hacer un seguimiento de la

relacion entre los parsers y las reglas gramaticales en el sistema de tipos, lo que abre posibilidades interesantes
para pruebas automatizadas y generacion de parsers.

Especificar Gramaticas Los tipos pueden codificar directamente las reglas gramaticales
Verificar Parsers Los parsers pueden probarse contra su especificacion gramatical
Generar Parsers Los parsers pueden derivarse automaticamente de una especificacion gramatical

Parsers Eficientes Los parsers generados pueden optimizarse based en conocimiento gramatical
Parsers Extensibles Las gramaticas pueden extenderse y componerse modularmente

Ademas, con los tipos dependientes, podemos representar gramaticas mas expresivas que las gramaticas libres
de contexto, como gramaticas indexadas, gramaticas dependientes del contexto e incluso gramaticas de tipos
completos. Esto nos permite escribir parsers verificados para una gama mas amplia de lenguajes y formatos de
datos.

Otro aspecto importante del parsing que podemos abordar en Agda es la interaccion con la semantica. Podemos
definir una relacién de evaluacidon para la sintaxis y probar que el parser respeta esta semantica de manera
apropiada. Por ejemplo, podemos demostrar que el arbol sintactico producido por el parser evalia al mismo
valor que la cadena de tokens original.

El parsing es solo una de las muchas fascinantes aplicaciones de la programacion funcional dependientemente

tipada en el dominio de los lenguajes de programacion.
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Compiladores Transforman cédigo fuente a codigo objeto o Permite especificar y verificar la preservacion de tipos,
bytecode optimizaciones, y propiedades semanticas
Intérpretes Ejecutan codigo fuente directamente sin compilacion Permite especificar y verificar la correccion de la
previa evaluacion con respecto a la semantica formal
Analizadores Analizan codigo fuente para encontrar errores, Permite expresar y comprobar analisis sensibles al flujo,
Estaticos optimizaciones, o propiedades sin ejecutarlo al contexto, y a los tipos
DSLs Embebidos | Lenguajes especificos de dominio implementados Permite capturar invariantes y restricciones del dominio
dentro de un lenguaje anfitrion directamente en el sistema de tipos del host

Esto sienta las bases para explorar temas ain méas emocionantes como la compilacion, la interpretacion y la

verificacion de lenguajes. Con la potencia de Agda, jel unico limite es nuestra imaginacion!

8.3.2. Compilacidn

La compilacion traduce programas de un lenguaje
fuente a cddigo objeto o de maquina.

La compilacion es el proceso de traducir un programa de un lenguaje de programacion (el lenguaje fuente) a
otro lenguaje (el lenguaje objeto), generalmente con el propodsito de ser ejecutado en hardware real o virtual.
Los compiladores son algunos de los programas mas complejos e importantes en ciencias de la computacion, y
desempefian un papel fundamental en hacer que los lenguajes de alto nivel sean practicos y utilizables.

Un compilador tipico consta de varios pasos o fases:

1. Analisis 1éxico: Division del programa fuente en una secuencia de tokens.

2 Andlisis sintactico: Construccion de un arbol sintactico abstracto (AST) a partir de los tokens.
3. Analisis semantico: Comprobacion de tipos, resolucion de nombres, etc.

4 Transformaciones de nivel intermedio: Optimizaciones, desugaring, etc.

5. Generacion de codigo: Traduccion del AST a codigo objeto.

Cada una de estas fases es un dominio fascinante en si mismo, que presenta muchos desafios y oportunidades

para la formalizacion y verificacion.
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Compilador

Analisis 1éxico | Analisis sintactico %{ Analisis semantico

A 4

[ Codigo fuente J

2

Transformaciones de N Generacion de o Codigo
nivel intermedio codigo "1 ejecutable

Imagen 22 - Flujo de Compilacion: Del Codigo Fuente al Ejecutable.
(Fuente: Propia)

Con Agda, podemos representar los programas como términos de un tipo de datos inductivo y las
transformaciones de programas como funciones sobre estos términos. Por ejemplo, podemos definir un pequefio

lenguaje de expresiones aritméticas:

data Expr : Set where

num : N - Expr

+_: Expr - Expr - Expr

-_ ¢ Expr - Expr - Expr

*_ ¢ Expr - Expr - Expr

num Representa un niimero literal

=+ Representa la suma de dos expresiones

= Representa la resta de dos expresiones

- Representa la multiplicacion de dos expresiones
eval Funcién de evaluacion que reduce una Expr a un valor
compile Funcion de compilacion que traduce una Expr a una lista de instrucciones de maquina

Podemos definir una funcidn de evaluacion para este lenguaje de manera directa:

: Expr - N

(num n) =n

(e + e2) = eval e; + eval e,
(exs - e2) = eval e; - eval e,
(ex1 * e2) = eval e; * eval e,

Pero también podemos definir una funcién de compilacion que traduce Expr a, por ejemplo, codigo de maquina

para una maquina virtual de pila:

data Instr : Set where

2 PUSH : N - Instr
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ADD : Instr

n SUB : Instr

MUL : Instr

n compile : Expr - List Instr
[ PUSH n ]

compile (num n)

n compile (e;1 + ez)

compile (e; - ez)

compile e; ++ compile e, ++ [ ADD ]

compile e; ++ compile e, ++ [ SUB ]

10 | compile (e1 * e3) compile e; ++ compile e, ++ [ MUL ]

Aqui, compile traduce una expresion a una secuencia de instrucciones de maquina que, cuando se ejecutan en

una maquina de pila, calculan el valor de la expresion.

Lo realmente emocionante es que podemos probar formalmente que compile es correcta con respecto a eval.

Es decir, podemos demostrar que ejecutar el codigo compilado siempre produce el mismo resultado que evaluar

la expresion original:

correctness : (e : Expr) - exec (compile e) [] = [ eval e ]

correctness (num n) = refl

correctness (e; + e;)

begin

exec (compile ei ++ compile e, ++ [ ADD ]) []

=( cong (A s - exec (compile e; ++ s) []) (correctness e;) )

exec (compile ei ++ [ PUSH (eval e,) , ADD ]) []

=( correctness e; )

exec [ ADD ] (eval e, :: eval e; :: [])

()

eval e; + eval e, :: []

-

correctness (e; - e;)

14 | correctness (e1 * e;)

En este caso, exec es un intérprete para el codigo de maquina, y la prueba procede por induccion en la

estructura de la expresion e, utilizando las propiedades de exec y algunas manipulaciones algebraicas simples.

Este es solo un ejemplo ilustrativo, pero demuestra el poder de Agda para razonar sobre compiladores. Con
tipos dependientes, podemos especificar y verificar propiedades mucho mas ricas, como:

*  Preservacion de tipos: sie : T, entonces compile y produce cddigo que también tiene tipo T.

»  Seguridad de la memoria: compile y nunca accede a memoria fuera de sus limites.
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*  Optimizacién correcta: una optimizacion optimize no cambia el comportamiento del programa (exec
(optimize (compile e)) = exec (compile e)).

Lo hermoso es que estas no son solo especificaciones en papel, sino afirmaciones reales que pueden ser

formalmente verificadas por el verificador de tipos de Agda.

Ademéds, utilizando técnicas como tipos de orden superior, podemos definir lenguajes y compiladores
parametrizados. Esto nos permite reutilizar la légica comun entre diferentes lenguajes y targets, y derivar
automaticamente compiladores para todo un espacio de posibles lenguajes simplemente instanciando estos

parametros.

Algunos ejemplos impresionantes del mundo real de la aplicacion de Agda (y sus enfoques hermanos como Coq
e Idris) a la compilacién incluyen:

*  Verificacion completa de un compilador realista para un subconjunto de C en la tesis doctoral de Jeremey
Koenig

*  El compilador verificado CertiCoq para un subconjunto de Coq
*  El compilador verificado CakeML para un subconjunto de ML
*  El lenguaje de programacion Plutus, utilizado para contratos inteligentes en la blockchain de Cardano

Si bien la verificacion completa de compiladores realistas de la industria como GCC o LLVM puede seguir
siendo un objetivo a largo plazo, la tecnologia para la verificacion a gran escala de compiladores estd avanzando
répidamente, con Agda a la vanguardia. Con su combinacion unica de expresividad, automatizacion y base
matematica solida, Agda es una herramienta inmensamente poderosa para abordar el desafio de construir
compiladores realmente correctos y dignos de confianza.

Ya sea que nuestro interés esté en la optimizacion, el targetting de maquina, la seguridad o cualquiera de los
otros innumerables aspectos fascinantes de la compilacidon, Agda nos proporciona un marco para explorar estas
ideas de una manera rigurosa y basada en principios. Es una invitaciéon a sumergirse, experimentar y descubrir

el emocionante mundo de la compilacion verificada.

8.4. Metaprogramacion

La metaprogramacion es como tener un asistente programador que escribe codigo por ti. Imagina que pudieras
decirle a tu computadora "Escribe un programa que haga X" y ella lo hiciera automaticamente. Eso, en esencia,

es la metaprogramacion.

En términos mas técnicos, la metaprogramacion es la practica de escribir programas que generan, manipulan o

analizan otros programas. Es como si nuestro codigo tuviera superpoderes y pudiera crear mas codigo.

En Agda, la metaprogramacion nos permite hacer cosas asombrosas. Podemos automatizar tareas repetitivas,
generar codigo basado en tipos, e incluso crear nuestras propias extensiones del lenguaje. Todo esto mientras
mantenemos la seguridad y las garantias que nos da el sistema de tipos de Agda.

Empecemos con un ejemplo simple. Supongamos que queremos una funciéon que tome un nimero n y genere

una lista de n elementos, cada uno siendo ese mismo nimero n. Podriamos escribirlo manualmente:
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replicate : {A : Set} - A-> (n : N) & Vec An

replicate x zero = []

replicate x (suc n) = x :: replicate x n

Pero ;y si pudiéramos generar esta funcidon automaticamente para cualquier tipo? Aqui es donde entra la

metaprogramacion:

genReplicate : (A : Set) - Term

genReplicate A = def (quote replicate)

[ arg (argInfo visible relevant) (quoteTerm A)

, arg (argInfo visible relevant) (var 0 [])

, arg (argInfo visible relevant) (var 1 [])

]

macro

mkReplicate : (A : Set) - Term - TC T

mkReplicate A goal = do

let body = genReplicate A

ty « quoteTC ((a : A) » (n : N) = Vec A n)

defineFun (quote replicate) [ clause [] ty body ]

unify goal (quoteTerm replicate)

Este codigo parece complejo, pero lo que hace es generar automaticamente la funcion “replicate” que escribimos

manualmente antes. La macro "'mkReplicate’ toma un tipo "A’ y genera la funcion ‘replicate’ para ese tipo.

La metaprogramacion en Agda se basa en la capacidad de manipular términos del lenguaje como datos. El tipo
"Term’ representa la sintaxis de Agda, y funciones como ‘quoteTC" y ‘unquote’ nos permiten convertir entre

c6digo Agda normal y su representacion como “Term'.

Otro ejemplo comin de metaprogramacion es la generacion automatica de instancias para tipos de datos. Por

ejemplo, podriamos generar automaticamente funciones de igualdad para nuestros tipos de datos:

macro

deriveEq : Name - Term - TC T

deriveEq name hole = do

type « getType name

cons « getConstructors name

-- Aqui iria el cédigo para generar la funcién de igualdad

-- basada en los constructores del tipo

unify hole generatedEqFunction

data Tree (A : Set) : Set where
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leaf : A > Tree A

node : Tree A - Tree A - Tree A

deriveEq Tree

Este codigo generaria automaticamente una funcion de igualdad para el tipo "Tree’, sin que tengamos que

escribirla manualmente.

La metaprogramacion es una herramienta poderosa, pero también puede ser compleja. Es importante usarla con
cuidado y asegurarse de que el cdodigo generado sea correcto y eficiente. Sin embargo, cuando se usa
adecuadamente, la metaprogramacion puede hacer que nuestro codigo sea mas conciso, mas facil de mantener y

menos propenso a errores.

En Agda, la metaprogramacion se integra de manera segura con el sistema de tipos. Esto significa que podemos
usar toda la potencia de los tipos dependientes de Agda para asegurarnos de que nuestro cddigo generado sea

correcto por construccion.

8.4.1. Macros y templating

La metaprogramacioén es una técnica poderosa que nos permite escribir programas que manipulan otros
programas, incluyendo a si mismos. Su objetivo es ampliar y automatizar el proceso de programacion,
facilitando la creaciéon de nuevas abstracciones, la reduccion de codigo repetitivo y la adaptacion de los

lenguajes a necesidades especificas.

Uno de los principales mecanismos de metaprogramacion es el sistema de macros. Las macros son
esencialmente funciones que operan sobre la sintaxis del programa en lugar de los valores en tiempo de
ejecucion. Se ejecutan durante la compilacion, tomando fragmentos de cddigo como entrada y generando

cddigo transformado como salida, que luego se compila de manera regular.

Agda soporta un potente sistema de macros basado en la reflexion, el cual nos permite inspeccionar la propia

estructura de nuestros programas en tiempo de ejecucion. Esto se logra a través de un universo de tipos Term

que representa la sintaxis de Agda, junto con una serie de primitivas para manipular estos términos:

. data Term : Set where
2

var : (x : Nat) - List (Arg Term) - Term

con : (c : Name) - List (Arg Term) - Term

def : (f : Name) - List (Arg Term) - Term

lam : (v : Visibility) (t : Abs Term) - Term

pat-lam : (cs : List Clause) (args : List (Arg Term)) - Term

pi : (a : Arg Type) (b : Abs Type) - Term

sort : (s : Sort) - Term

lit : (1 : Literal) - Term

10 meta : (x : Meta) - List (Arg Term) - Term

unknown : Term
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Cada constructor representa un nodo diferente en el AST (Abstract Syntax Tree) de Agda. Por ejemplo, var

representa variables, con representa constructores de datos, def representa funciones definidas, entre otros.

Con el tipo Term, podemos escribir funciones que generen o transformen cddigo Agda. Sin embargo, para

utilizar esto en metaprogramacion, necesitamos una forma de ejecutar codigo Agda en tiempo de compilacion y

enlazar los términos resultantes de vuelta en el programa. Esto se logra mediante el tipo TC:

postulate

TC : V {a} -» Set a - Set a
unquote : V {A : Set} - Term -» TC A

a quoteTerm : V {A : Set} - A - Term

TC A representa una computacion que produce un valor de tipo A en tiempo de compilacion. La funcion
unquote toma un término y lo ejecuta como un programa Agda, mientras que quoteTerm realiza la operacion

inversa, convirtiendo un valor de Agda en su representacion como término.

Utilizando estas primitivas, podemos definir macros como funciones que toman términos, los manipulan y
devuelven nuevos términos. Por ejemplo, la siguiente macro calcula una expresion aritmética en tiempo de
compilacion:

macro

eval : Term - Term -» TC _

eval t hole = do

t < unquote t

case t of A where

(num n) - unify hole (lit (nat n))

(t]_ + tz) - do

vi « eval ti unknown

VvV, « eval t, unknown

case vy , Va of A where

(1it (nat ni)) , (1lit (nat nz)) - unify hole (lit (nat (ni + nz)))

, _ = typeError (strErr "Expected naturals" :: [])

_ - typeError (strErr "Expected natural or addition" :: [])

Esta macro recibe un término t que representa una expresion aritmética y un término hole que indica donde
insertar el resultado. Descompone t de forma recursiva, evallia cada subexpresion y unifica el resultado final

con hole.

Definicion Se definen explicitamente usando la palabra Se definen implicitamente por su estructura, sin darles un
clave ‘data’ y dandoles un nombre. nombre explicito.
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Igualdad Dos valores son iguales si tienen el mismo Dos valores son iguales si tienen la misma estructura,
constructor y sus argumentos son iguales. independientemente de como fueron construidos.
Compatibilidad Los tipos nominales no son compatibles entre Los tipos estructurales son compatibles si tienen la misma
si, incluso si tienen la misma estructura. estructura, incluso si fueron definidos en diferentes lugares.

Podemos utilizarla de la siguiente manera:

_teval (1 +2+3) =6

2 | _ =refl

Durante la compilacion, la llamada a eval serd reemplazada por el valor 6, que luego se verificara contra el tipo
eval (1 + 2 + 3) = 6.

Las macros son esencialmente funciones parciales, por lo que pueden fallar o no terminar. Agda maneja esto
permitiendo que las macros generen errores de tipo o no terminen. Sin embargo, si una macro se ejecuta
exitosamente, el término resultante se verifica completamente, garantizando que las macros no comprometan la

seguridad de tipos.

Una aplicacion clave de las macros es la generacion automatica de codigo. Por ejemplo, podemos definir una
macro para generar funciones de igualdad estructural para tipos de datos:

macro

deriveEq : Name - TC _

deriveEq n = do

gn « quoteTerm n

declareEq gn

d « getDefinition n

let as = dataParameters d

forkachConstructor d A ¢ -» do

gc « quoteTerm c

1 declareCEq gn qc as

where

declarekEq : Term -» TC _

declareEq gn = do

4 defineFun (gn ++ ":Eq") (clause [] (sort (lit nat)))

[ [
N S

declareCEq : Term - Term - List (Arg Term) - TC _

16 declareCEq gn qc as = defineFun (gn ++ ":Eq:" ++ qc) (clause as unknown)

Esta macro toma el nombre de un tipo de datos n, genera una funcién de igualdad n:Eq y luego genera una

funcion de igualdad para cada constructor c del tipo n: Eq: c. Podemos utilizarla de la siguiente manera:

data Tree : Set where

2 leaf : Tree

B
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node : Tree » N - Tree - Tree

4 | deriveEq Tree

Esto generara automaticamente las siguientes definiciones:

Tree:Eq : Tree - Tree - Bool

Tree:Eq:leaf : Tree.leaf = Tree.leaf

Tree:Eq:node : (a b : Tree) » (c : N) > (d e : Tree) -» Tree.node a ¢ d = Tree.node b c e

4 | Tree:Eq : Tree - Tree - Bool

Incluso podemos combinar esto con pruebas para derivar automaticamente propiedades de estas funciones,
como reflexividad, simetria y transitividad.

Reflexividad Vx. x=x Todo valor es igual a si mismo.
Simetria Vxy.x=y—-y=x Six esigual ay, entonces y es igual a X.
Transitividad | Vxyz. xSy > y=z—>x= Sixesigual ay,yy esigual az, entonces X es igual a z.
z
Congruencia Vixy.x=y—->fx=fy Funciones aplicadas a argumentos iguales producen resultados iguales.
Sustitljiibilida VPxy.x=y—>Px—Py | Sixesigual ay, entonces cualquier propiedad P que vale para X también vale para
y.

Otra técnica relacionada con las macros es el templating. Los templates son esencialmente funciones Agda
parametrizadas sobre tipos o términos, que pueden ser instanciadas con argumentos especificos para generar

codigo. A diferencia de las macros, los templates son completamente verificados y no pueden fallar o divergir.

Por ejemplo, podemos definir un template para pares con una funcion de proyeccion:

record Pair (A B : Set) : Set where

constructor _,

field
fst : A
snd : B

6 | open Pair

Luego, este template se puede instanciar con diferentes tipos para generar pares concretos:

IntPair : Set

IntPair = Pair N N

StringPair : Set

4 | StringPair = Pair String String

También es posible parametrizar sobre términos:
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add : N> N - N

add = _+_

mul : N> N->N

D

BinOp : Set
n BinOp = Pair (N - N - N) String
plus : BinOp

n plus = add , "+"

times : BinOp

10 | times = mul , "*"

Los templates nos proporcionan una forma poderosa de reutilizacion y abstraccion en Agda, permitiéndonos
factorizar patrones comunes y generar instancias especificas segun sea necesario. Esto reduce la duplicacion de
codigo y mejora la mantenibilidad.

En combinacion con tipos dependientes, los templates pueden expresar abstracciones muy generales y ricas en
propiedades. Por ejemplo, podemos definir un template para estructuras algebraicas:

record Monoid (A : Set) : Set where

field

mempty : A

<>t A-A-A

assoc : (abc: A) - ((a<>b) <) (a <> (b <> <))

1]
QU

identity' : (a : A) -» (mempty <> a)

1]}
QU

identity" : (a : A) - (a <> mempty)

open Monoid {{...}}

Semigrupo - tA—>A—-A Asociatividad: (X * y) - z=x - (y - 2)
Monoide mempty : A - :A—A Identidad a izquierda: mempty - x = xIdentidad a derecha: x - mempty =
—A xAsociatividad: (X - y) - z=x - (Y : 2)
Grupo mempty : A - A—A Identidad a izquierda: mempty - X = xIdentidad a derecha: X - mempty =
—A T:A—-A XAsociatividad: (X * y) - Zz=x - (y - z)Inversos: X - X '=memptyy X ' - X =
mempty

Luego, este template se puede instanciar para tipos especificos:

instance

NatAddMonoid : Monoid N

NatAddMonoid = record
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4 { mempty = 0

; assoC = +-assoc

; ddentity' = +-identity!

n ; identity"™ = +-identityr

La definicion de Monoid actiia como una especificacion de las propiedades que deben cumplir sus instancias.
Agda verificard que las pruebas proporcionadas para NatAddMonoid efectivamente cumplan con las leyes

monoidales. Esto nos permite una forma muy expresiva y segura de programacion genérica.

8.4.2. Generacion de Codigo

Una de las aplicaciones mas emocionantes de la metaprogramacion es la generacion automatica de codigo. En
lugar de escribir manualmente codigo repetitivo o propenso a errores, podemos crear programas que generen
codigo por nosotros, basados en especificaciones de alto nivel o fuentes de datos. Esto no solo nos ahorra
tiempo y esfuerzo, sino que también mejora significativamente la correcciéon y mantenibilidad del cédigo

resultante.

Agda es excepcionalmente adecuado para la generacion de codigo gracias a su potente sistema de tipos y
capacidades de metaprogramacion. Con Agda, podemos escribir generadores garantizados para producir codigo
bien tipado, e incluso codificar y verificar las propiedades deseadas del codigo generado en los tipos de los
propios generadores.

Por ejemplo, consideremos la tarea de serializar y deserializar estructuras de datos desde o hacia formatos como
JSON o XML. Escribir manualmente el codigo para convertir entre representaciones internas y externas puede
resultar tedioso, propenso a errores y dificil de mantener, especialmente cuando las estructuras de datos

evolucionan con el tiempo.

En su lugar, podriamos definir un lenguaje de dominio especifico (Lenguaje de programacion especializado
para un dominio particular) integrado (EDSL) en Agda para especificar el formato de los datos y las reglas de
conversion. Luego, escribiriamos un generador que traduzca automaticamente estas especificaciones a codigo
Agda. Veamos un ejemplo simple:

data JSONSchema : Set where

str : JSONSchema

num : JSONSchema

v_ : String - JSONSchema - JSONSchema

_®_ : JSONSchema - JSONSchema - JSONSchema
infixr 4 v_

infixr 6 _®_

[_] : JSONSchema - Set

[ str ] = String
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10 | [ num ] = Float
IIII [/_sAl =[A]
121 AeB] =[Alx[BI

. data JSON : Set where

14 str_ : String - JSON
. num_ : Float - JSON
16 obj_  : List (String x JSON) - JSON

record ToJSON (A : Set) : Set where

field

toJSON : A - JSON

record FromJSON (A : Set) : Set where

field

22 fromJSON : JSON - Maybe A

Aqui, JSONSchema es un EDSL para especificar formatos JSON. Los constructores str y num representan
cadenas y numeros primitivos, v_ representa campos etiquetados y _®_ representa objetos producto. La funcién

[_1 traduce un JSONSchema al tipo Agda correspondiente.

JSON es un tipo de datos simple para representar valores JSON, mientras que ToJSON y FromJSON son interfaces

para convertir entre tipos Agda y JSON.

Con estas definiciones, podemos escribir un generador que tome un JSONSchema y produzca instancias de

ToJSON y FromJSON para el tipo Agda correspondiente:

genToJSON : (A : JSONSchema) - ToJSON [ A ]

2 | genToJSON str = record { toJSON = str_ }

genToJSON num = record { toJSON = num_ }

genToJSON (v _ s A) = record { toJSON = A a - str_ (toJSON (genToJSON A) a) }

genToJSON (A ® B) = record { toJSON
toJSON (genToJSON B) b) :: []) }

A (a, b) - obj_ (("fst" , toJSON (genToJSON A) a) :: ("snd" ,

genFromJSON : (A : JSONSchema) - FromJSON [ A ]

genFromJSON str = record { fromJSON = A{ (str_ s) - just s ; _ - nothing } }
genFromJSON num = record { fromJSON = A{ (num_ x) - just x ; _ - nothing } }
genFromJSON (v_ s A) = record { fromJSON = A{ (str_ s) - fromJSON (genFromJSON A) (obj_ (s , str_ s) :
[1) 5 _ - nothing } }
e genFromJSON (A ® B) = record { fromJSON = A{ (obj_ (((_ , a) = (_, b) = [1]))) » _,_ <$> fromISON

(genFromJSON A) a ® fromJSON (genFromJSON B) b ; _ - nothing } }

Las funciones genToJSON y genFromJSON recorren recursivamente la estructura del JSONSchema y generan las
implementaciones correspondientes de toJSON y fromJSON. Para tipos producto, generan cddigo que serializa o

deserializa cada componente de forma recursiva y luego combina los resultados.
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Ahora podemos definir esquemas JSON para nuestros tipos de datos y obtener automaticamente la serializacion
y deserializacion:

Objeto
Clase
Persona ) Juan Objeto
Pedro
Objeto

Imagen 23 - Tipos Singleton: Representando Valores a Nivel de Tipo.
(Fuente: Cecilio Alvarez Caules)

UserSchema : JSONSchema

UserSchema = v "name" str ® v "age" num

data User : Set where

n user : String - Float - User
userToJSON : ToJSON User

H userToJSON = genToJSON UserSchema

userFromJSON : FromJSON User

8 | userFromJSON = genFromJSON UserSchema

Este enfoque presenta varias ventajas sobre la codificacion manual de la serializacion:

Generacion

de Cadigo
Ge:/eé:non de\GQilgo
Cumple Restricciones Menos Esfuerzo Facil Actualizacion Evita Discrepancias

Imagen 24 — Ventajas de la Generacion de Codigo.
(Fuente: Propia)

El formato de los datos solo necesita especificarse una vez en el Esto elimina la posibilidad de discrepancias, ya que el codigo se
JSONSchema. El c6digo real para toJSON y fromJSON se genera | genera automaticamente a partir del esquema, evitando errores de
automaticamente. inconsistencia.
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Si el formato de los datos cambia (por ejemplo, se agrega o
elimina un campo), solo se requiere actualizar el JSONSchema.

El codigo de serializacion se adaptara automaticamente a los
cambios en el esquema, lo que simplifica el mantenimiento y
reduce el riesgo de errores.

Obtener toJSON y fromJSON se reduce a una simple aplicacion
de funcion. No existe la posibilidad de olvidar implementarlos o
que se desincronicen.

Esto garantiza consistencia y evita problemas comunes de
desincronizacion entre la implementacion y el esquema de datos.

Podemos codificar restricciones o invariantes en el JSONSchema,
y el sistema de tipos de Agda garantizara que el codigo generado
las respete.

Al utilizar el sistema de tipos de Agda, podemos garantizar que el
codigo generado cumpla con las restricciones definidas en el
esquema.

Si bien este es un ejemplo relativamente simple, el mismo principio se puede extender a esquemas y formatos
mucho mas complejos. Podemos tener generadores no solo para tipos de datos, sino también para funciones,
pruebas, benchmarks, documentacion, etc. Incluso es posible crear generadores que tomen otros generadores

como argumentos o que estén parametrizados sobre pruebas de ciertas propiedades.

Un érea particularmente interesante es la generacion de codigo especifico de dominio. En lugar de escribir
software de propdsito general, podemos crear lenguajes y generadores personalizados para dominios especificos
como finanzas, graficos, aprendizaje automatico, etc. Los expertos del dominio pueden entonces especificar el
comportamiento deseado en un lenguaje de alto nivel y hacer que la implementacion de bajo nivel se genere
automaticamente.

Otros ejemplos interesantes de generacion de cddigo en Agda incluyen:

*  Derivacion automatica de instancias para clases de tipos como Eq, Ord, Show, Generic, etc.

*  Generacion de codigo de bajo nivel (por ejemplo, C o ensamblador) a partir de especificaciones de alto
nivel, con pruebas de correccion.

*  Generacion de API y bindings de lenguajes extranjeros a partir de especificaciones de tipos.
*  Generacion de arte ASCII, musica, graficos 3D, etc., a partir de descripciones de alto nivel.

Las posibilidades son realmente infinitas. Al aprovechar el poder de Agda para la metaprogramacion, podemos
automatizar cada vez mas aspectos del proceso de desarrollo de software, desde la codificacion de bajo nivel
hasta la arquitectura de alto nivel. Esto nos permite crear sistemas mas concisos, robustos, flexibles y

verificables, al mismo tiempo que elevamos el nivel de abstraccion en el que trabajamos.

En muchos sentidos, Agda representa el pinaculo del suefio de la generacion de codigo. Proporciona una base
solida y principios para la metaprogramacion segura de tipos sin sacrificar la expresividad o la capacidad de
prueba. Si podemos imaginar una transformacion de codigo, es muy probable que podamos expresarla en Agda
de una manera bien tipada.

Por lo tanto, la proxima vez que nos encontremos escribiendo codigo repetitivo o propenso a errores,
detengdmonos y preguntémonos: ;como puedo hacer que Agda genere esto por mi? Las respuestas pueden

sorprendernos y cambiar fundamentalmente la forma en que abordamos la resolucion de problemas.
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8.5. Criptografia

La criptografia funcional busca implementar primitivas y
protocolos criptograficos de forma segura y verificable.

En el mundo moderno, la criptografia juega un papel fundamental en la proteccion de informacion sensible y en
habilitar una amplia gama de servicios digitales. Desde la seguridad de las comunicaciones hasta la salvaguarda
de datos financieros, pasando por el comercio electronico y la privacidad individual, la criptografia es el

pegamento invisible que mantiene unida gran parte de nuestra infraestructura digital.

Sin embargo, implementar algoritmos criptograficos correctamente es notoriamente dificil. Incluso pequefios
errores pueden tener consecuencias catastroficas, como lo demuestran numerosos ejemplos de esquemas
aparentemente seguros que luego resultaron fatalmente defectuosos. Aqui es donde las técnicas de la
programacion funcional, especialmente aquellas con tipos dependientes como Agda, pueden marcar una

diferencia real.

La naturaleza de los lenguajes funcionales, con su énfasis en la inmutabilidad, la composicién pura y el
razonamiento ecuacional, los hace excepcionalmente adecuados para el dominio de la criptografia. Agda, en
particular, permite no solo implementar algoritmos criptograficos, sino también especificar y verificar

formalmente propiedades de seguridad directamente en los tipos.
Para ilustrar esto, consideremos el cifrado autenticado con datos asociados (AEAD), un esquema que
proporciona confidencialidad, integridad y autenticidad.
Header | Payload
) |

Associated Data Plaintext

! !

AEAD

Nonce | Encryption

Imagen 25 - Esquema de Cifrado Autenticado con Datos Asociados (AEAD).
(Fuente: Nimantha Fernando)

En Agda, podemos especificar la funcionalidad de AEAD de la siguiente manera:
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A\
dec : Key -» Nonce -» CT -» AD -» Maybe

Video 08: Registro Read simplifica

record AEAD (Key : Set) (Nonce : Set) (PT : Set) (AD : Set) (CT : Set) : Set, where
field

enc : Key - Nonce -» PT -» AD -» CT

dec : Key - Nonce - CT - AD - Maybe PT

.correctness : VY {k n pt ad} - dec k n (enc k n pt ad) ad = just pt

.cpa-security : {- La propiedad de indistinguibilidad bajo ataque de texto plano escogido -}

.int-ctxt : {- La propiedad de integridad del texto cifrado -}

Aqui, cada componente tiene un significado preciso:

Key Tipo que representa las claves criptograficas

Nonce Tipo que representa valores unicos usados para asegurar frescura y prevenir ataques de repeticion
PT Tipo que representa el texto plano (datos sin cifrar)
AD Tipo que representa datos asociados (informacion no confidencial que se autentica pero no se cifra)
CT Tipo que representa el texto cifrado (datos cifrados)
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enc Funcion de cifrado que toma una clave, un nonce, texto plano y datos asociados y produce un texto cifrado
dec Funcién de descifrado que toma una clave, un nonce, texto cifrado y datos asociados y produce un Maybe texto
plano
correctness Prueba de que descifrar con los mismos parametros que se usaron para cifrar da el texto plano original
cpa- Postulado que representa la seguridad bajo ataques de texto plano escogido (confidencialidad)
security
t-ctxt Postulado que representa la integridad del texto cifrado (autenticidad)

Esta especificacion captura la esencia de AEAD de una manera clara y concisa. Las funciones enc y dec
representan las operaciones centrales, mientras que los campos correctness, cpa-security e int-ctxt

codifican las propiedades de seguridad deseadas.

Plaintext _
Cryptography Ciphertext 1
— Techni _—
que 4
Sender Receiver

Hacked Hacked
Plaintext e Ciphertext
....... > D

- ---

Imagen 26 - Ataque de Texto Plano Escogido en Criptografia.
(Fuente: B. Bazeer Ahamed)

Podemos entonces definir instancias concretas de AEAD implementando estos campos. Por ejemplo, he aqui
una implementacion simplificada basada en el cifrado de fluyjo XOR y el cédigo de autenticacion de mensajes
GHASH:

module AESGCM where

open import Data.Vec

open import Data.Bool

open import Data.Product

open import Data.String

open import Relation.Binary.PropositionalEquality

postulate

AES : Vec Bit 128 - String - String -- una funcién postulada para AES

GHASH : V {2} {A : Set 2} - (A - Vec Bit 128) - A - Vec Bit 128 - Vec Bit 128

GHASH {A = A} embed m c = foldr _®_ c (map embed m)
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AESGCM : AEAD (Vec Bit 128) (Vec Bit 96) String String String

AESGCM = record

{ enc =Aknptad-

let H

AES k (replicate 128 false)

C

GHASH (A s - AES k (s ++ as97 n)) ad (replicate 128 false)

in xor (AES k (as128 n)) pt , xor c (AES k (inc (as128 n)))

; dec = A knctad -

let c, t =ct

H

AES k (replicate 128 false)

pt = xor (AES k (as128 n)) c

A

GHASH (A s - AES k (s ++ as97 n)) ad (replicate 128 false)

t’

xor ¢’ (AES k (inc (as128 n)))

in if t == t’ then just pt else nothing

; correctness = A {k} {n} {pt} {ad} - refl

; cpa-security = {! omitidas las pruebas !}

; int-ctxt = {! de seguridad por brevedad !}

}

Where

as97 : V {n} - Vec Bit n - Vec Bit 97

as97 {n} v = take 97 (v ++ replicate 128 false)

as128 : V {n} - Vec Bit n - Vec Bit 128

as128 {n} v = take 128 (v ++ replicate 128 false)

inc : Vec Bit 128 - Vec Bit 128

inc

{! incremento de 128 bits !}

Xxor = <_, >

Where

xor : List Bit - List Bit - List Bit

xor = zipWith _&_

Aunque los detalles pueden parecer un poco densos al principio, este cddigo demuestra como podemos
especificar y razonar sobre propiedades criptograficas directamente en Agda. La funcion correctness es

demostrable por reflexividad, ya que simplemente invierte el proceso de cifrado. Las pruebas reales de cpa-
security e int-ctxt se omiten por brevedad, pero en principio podrian completarse dentro del asistente de

pruebas de Agda.

El verdadero poder de este enfoque surge cuando se combina con otras caracteristicas de Agda, como los tipos
refinados. Por ejemplo, en lugar de simplemente usar Vec Bit 128 para claves AES, podriamos definir un tipo

que imponga la aleatoriedad como un invariante:
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record AESKey : Set where

constructor mk

field

key : Vec Bit 128

.random : TrueRandom key

Ahora, el sistema de tipos garantiza que no se puedan crear claves AES sin una prueba de aleatoriedad.

De manera similar, podemos definir tipos para textos cifrados y etiquetas de autenticaciéon que codifiquen sus

relaciones:

record Ciphertext (PT : Set) : Set where

constructor mk

Field

n ct : String

.tagged : Tag ct

n record Tag (CT : String) : Set where

constructor mk

n Field

tag : String

10 .matches : CT == GHASH tag

Aqui, un Ciphertext valido siempre debe tener una Tag coincidente, segin lo verificado por el campo

matches.

Podemos llevar esto atin mas lejos y definir un marco completo para especificar y razonar sobre protocolos
criptograficos en Agda, capturando elementos clave como:

record AEAD (Key : Set) (Nonce : Set) (PT : Set) (AD : Set) : Seti where

field

enc : (k : Key) (n : Nonce) (pt : PT) (ad : AD) - Ciphertext PT

4 dec : (k : Key) (n : Nonce) (ct : Ciphertext PT) (ad : AD) - Maybe PT

De esta forma, el sistema de tipos impone protocolos criptograficos validos. Intentar descifrar algo que no sea

un Ciphertext adecuadamente construido resultaria en un error de tipos.

Lo realmente emocionante es que este enfoque se puede extender no solo a primitivas criptograficas, sino
también a protocolos y sistemas completos. Consideremos, por ejemplo, un protocolo simple de intercambio de

claves como Diffie-Hellman:

module DiffieHellman where

open import Data.Nat

open import Data.Maybe
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4 postulate

prime : N -- un primo grande para el intercambio de claves

~ :N->N->N -- exponenciacién modular

aliceStepl : N - N

aliceStepl a = a » prime

bobStepl : N - N

bobStepl b

b ~ prime

=
()

aliceStep2 : N > N - N

Jay
N

aliceStep2 a sb = sb ~ a

bobStep2 : N - N - N

Juy
!

bobStep2 b sa =sa * b

protocol : N - N - Maybe N

[y
[e))

protocol a b with aliceStepl a | bobStepl b

... | sa | sb = just (aliceStep2 a sb)

[y
[*]

where

_ : aliceStep2 a sb = bobStep2 b sa

_ = {! prueba omitida !}

protocol _ _ | _ | _ = nothing

Aqui, los pasos de Alice y Bob en el protocolo se modelan como funciones separadas, que luego se combinan

en una funcidn protocol que representa el intercambio completo. El tipo de protocol garantiza que, si ambas

partes siguen el protocolo correctamente, terminardan con la misma clave compartida, como se demuestra en la

clausula where (aunque la prueba en si se omite por brevedad).

Bob

S
o
@.o" g |

. o
@00 &=, @aJ0 ) @00 =) &) @aaga — —aau g6

Imagen 27 - Protocolo de Intercambio de Claves Diffie-Hellman.
(Fuente: Alejandro Mantilla)

Podriamos ir un paso mas alld y definir un framework completo en Agda para especificar y razonar sobre

protocolos criptograficos. Este framework podria incluir tipos para representar aspectos como:

Mensajes y formatos de mensaje Se detallan los mensajes utilizados en el protocolo y sus respectivos formatos.
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Se describen las funciones de codificacion utilizadas para procesar los mensajes, asi como las

Funciones de codificacion y firmas firmas digitales si las hay.

Roles de los participantes y sus
estados locales

Se explican los roles que desempefian los participantes en el protocolo y como se reflejan estos
roles en sus estados locales.

Se analizan las secuencias de eventos que ocurren durante la ejecucion del protocolo y se
discuten las propiedades que deben cumplirse en estas trazas para garantizar la seguridad y la
integridad del sistema.

Trazas de ejecucion del protocolo y
sus propiedades

Al capturar todo esto en el sistema de tipos, podemos asegurar que las implementaciones sigan los protocolos
correctamente por construcciéon y que se confirmen propiedades clave como el secreto, la autenticacion y el
forward secrecy.

Este enfoque se extiende también al hardware criptografico. Con Agda, podriamos especificar y verificar
circuitos criptograficos, demostrando que implementan correctamente los algoritmos deseados y son resistentes
a ataques de canal lateral. Incluso podriamos sintetizar circuitos criptograficos a partir de especificaciones de
alto nivel, asegurando por construccién que cumplan con los requisitos.

Correctitud correctness : V {n} — (ps : Vec Bit n) — decrypt Encriptar y luego desencriptar un texto plano resulta
Funcional (encrypt ps) = ps en el mismo texto plano original
Confidencialida | confidentiality : V {n m} — (ps gs : Vec Bitn) — [ Si dos textos planos cifrados son iguales, entonces los
d (rs : Vec Bit m) — encrypt ps = encrypt s — ps=qs | textos planos originales tambicn deben ser iguales
Autenticidad authenticity : V {n} — (ps : Vec Bitn) — (ct : Vec Si desencriptar un texto cifrado resulta en un texto
Bit (n + TAG_SIZE)) — decrypt ct = just ps — ct = plano dado, entonces el texto cifrado debe ser el
- encrypt ps resultado de encriptar ese mismo texto plano
Integridad integrity : V {n} — (ps : Vec Bitn) — (ct : Vec Bit (n | Desencriptar un texto cifrado corrupto (modificado)
+TAG_SIZE)) — decrypt (corrupt ct) = nothing siempre resulta en nothing, indicando falla
No non-malleability : V {n m} — (ps : Vec Bitn) — (f: No es posible transformar un texto cifrado en otro
Maleabilidad | Vec Bit n — Vec Bit m) — is-valid (f (encrypt ps)) = texto cifrado valido sin conocer la clave
false

Agda ya se ha utilizado para verificar e implementar varios sistemas criptograficos del mundo real, incluyendo:
*  Una implementacién verificada formalmente de la curva eliptica Ed25519 utilizada para firmas digitales

*  Verificacion del protocolo Off-the-Record (OTR) para mensajeria segura

*  Verificacion de la implementacion de la curva eliptica secp256k1 utilizada en Bitcoin

Aunque una verificacion formal completa de protocolos criptograficos complejos sigue siendo un desafio
significativo, Agda proporciona algunas de las herramientas mas poderosas para abordar este reto. Al permitir
razonar sobre propiedades criptograficas en los tipos de datos mismos, abre la puerta a una nueva era de

software criptografico mas robusto, seguro y confiable.

En un mundo cada vez mas dependiente de la criptografia, este es un objetivo de gran importancia. Desde el

comercio electronico hasta las infraestructuras criticas, desde las comunicaciones personales hasta los procesos
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democraticos, la criptografia es un componente integral de cualquier sociedad digital funcional. Pero solo es tan

buena como las implementaciones que la sustentan.

Con Agda, podemos elevar el liston de lo que es posible en ingenieria criptografica. Podemos pasar de
meramente esperar que los sistemas criptograficos sean seguros a probarlo matematicamente. Podemos
codificar leyes, especificaciones de seguridad y condiciones de correccion en los propios tipos, haciendo que su

cumplimiento sea no solo deseado sino obligatorio.

Por supuesto, Agda no es una bala de plata. Verificar sistemas criptograficos reales sigue siendo una tarea
compleja y laboriosa, y ninguna cantidad de sofisticacion de tipos puede salvarnos de errores en los modelos o
especificaciones. Pero proporciona una base so6lida sobre la que construir, una que estd fundamentalmente
alineada con el pensamiento criptografico en su énfasis en la precision, la composicion segura y el

razonamiento matematico riguroso.

Funciones Puras Facilita el razonamiento equacional sobre primitivas criptograficas
Inmutabilidad Previene errores sutiles de estado y aliasing
Tipos Dependientes Permite expresar invariantes criptograficos y pre/post condiciones
Pruebas Formales Proporciona garantias matematicas de correccion y seguridad
Abstracciones de Alto Nivel Permite definir y razonar sobre protocolos y sistemas completos
Evaluacion Perezosa Habilita definiciones con estructuras de datos infinitas y recursion no bien fundada
Especificacion Ejecutable Especificaciones son programas que se pueden prototipar y probar

Ademas, la criptografia es solo una de las muchas areas donde las técnicas de programacién funcional con tipos
dependientes pueden tener un impacto. Desde sistemas de control de trafico aéreo hasta software médico, desde
compiladores hasta kernels de sistemas operativos, la capacidad de codificar y hacer cumplir invariantes criticos
de seguridad directamente en el sistema de tipos tiene el potencial de revolucionar el desarrollo de software en
muchos dominios.

Si te apasiona construir sistemas altamente seguros y correctos, o simplemente te fascina el elegante
entrelazamiento del algebra, la l6gica y la computacion, vale la pena sumergirte en el mundo de la criptografia
funcional con Agda. No solo aprenderas una habilidad increiblemente valiosa, sino que también te uniras a la
vanguardia de un nuevo paradigma en cdmo abordamos algunos de los desafios mas dificiles y apremiantes en
informética. El camino puede ser desafiante a veces, pero las recompensas, tanto intelectuales como practicas,

hacen que valga la pena el esfuerzo.

En este capitulo, hemos explorado temas avanzados en programacién funcional con Agda, desde abstracciones
algebraicas hasta técnicas de metaprogramacién. Esto amplia nuestras herramientas y horizontes,
permitiéndonos escribir cédigo modular y reutilizable. Hemos aprendido sobre ménadas, funtores y teoria de
categorias para estructurar efectos y abstracciones comunes. La metaprogramacidén en Agda, a través de macros
y reflexién, nos permite automatizar tareas y elevar el nivel del discurso del programa. Ademds, vimos cémo
Agda puede aplicarse a la criptografia, garantizando seguridad y confianza en algoritmos y protocolos
criptograficos.
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Define las nociones de categoria, funtor y transformacién natural en Agda. Proporciona ejemplos
concretos de cada uno.

Implementa un pequeio compilador de un lenguaje de expresiones aritméticas a un lenguaje de maquina
de pila. Proporciona una prueba formal de la correccion de la compilacion.

Implementa una macro en Agda que genere automaticamente instancias de la clase ~Show™ para tipos de
datos algebraicos simples.

Define un universo que incluya tipos basicos (como "Nat™ y "Bool™) y constructores de tipos (como
“List® y pares). Implementa funciones genéricas que trabajen sobre este universo.

Implementa un sistema de efectos algebraicos que incluya operaciones para estado, excepciones y no
determinismo. Proporciona un intérprete para este sistema.

Define un sistema de tipos de sesidn simple en Agda y Usalo para especificar y verificar un
protocolo de comunicacién basico entre dos partes.

Implementa y verifica formalmente un esquema simple de cifrado (como el cifrado César). Proporciona
pruebas de propiedades basicas de seguridad.

Implementa un sistema simple de ldégica modal en Agda. Define la semantica de Kripke y proporciona un
procedimiento de decisidén verificado para la validez de fdérmulas.

Define los tipos de caminos y demuestra algunas propiedades basicas, como la simetria y 1la
transitividad de la igualdad de caminos.

Implementa tacticas simples para automatizar partes comunes de las pruebas, como la eliminacién de
casos triviales o la aplicacién de induccidn. Demuestra su uso en algunas pruebas complejas.

11

Define la semantica operacional de un pequefio lenguaje imperativo (con asignaciones, condicionales y
bucles) en Agda. Prueba algunas propiedades sobre la ejecucidén de programas en este lenguaje.

Implementa un sistema de tipos gradual simple, que permita la coexistencia de tipado estatico y
dinamico. Demuestra la propiedad de preservaciodn de tipos para este sistema.

13

Implementa una biblioteca basica para trabajar con estados cuanticos y operaciones cudnticas en
Agda. Demuestra algunas propiedades fundamentales, como el no-clonado de estados cuanticos.

Implementa el isomorfismo de Curry-Howard para la légica proposicional intuicionista. Demuestra la
equivalencia entre pruebas en el sistema 1légico y términos bien tipados en el correspondiente
sistema de tipos.

15

Especifica y verifica un protocolo distribuido simple (como un protocolo de eleccidn de lider) en
Agda. Prueba propiedades de seguridad y vivacidad del protocolo.
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Glosario de Terminos

Tipos dependientes: Tipos que dependen de

valores, permitiendo especificaciones mas precisas.

Recursion: Técnica donde una funcidn se llama a si

misma para resolver problemas.

Moénadas: Estructura que encapsula coémputos y

efectos secundarios de manera componible.

Pattern matching: Técnica para descomponer
datos estructurados y ejecutar coédigo segun su
forma.

Isomorfismo de Curry-Howard: Correspondencia
entre tipos y proposiciones, y programas y pruebas.

Pruebas formales: Demostraciones matematicas
rigurosas de propiedades de programas usando
logica.

Adjuncion: Relacion entre dos funtores que

generaliza la nocion de inverso.

Tipos de orden superior: Tipos que pueden tomar

otros tipos como parametros.

Polimorfismo paramétrico: Capacidad de escribir
cddigo que funciona con multiples tipos de datos.

Polimorfismo ad-hoc: Comportamiento diferente

de una funcién segun el tipo de sus argumentos.

Singleton: Tipo que contiene exactamente un valor,

util para restricciones estaticas.

Verificacion formal: Proceso de probar

matematicamente la correccion de un programa.

Tipos coinductives: Tipos que representan

estructuras potencialmente infinitas o ciclicas.

Lenguaje de dominio especifico: Lenguaje de
programacion especializado para un dominio
particular.

Calculo Lambda: Sistema formal para expresar
computacion basado en abstraccion y aplicacion de

funciones.

Programacion funcional pura: Paradigma que
trata la computacion como evaluacion de funciones

matematicas.

Inmutabilidad: Propiedad de los datos que no
pueden ser modificados después de su creacion.

Transparencia referencial: Propiedad donde una
expresion siempre evalia al mismo resultado en

cualquier contexto.

Efectos secundarios: Modificaciones del estado del
programa fuera del valor de retorno de una funcion.

Currying: Técnica de transformar una funciéon con
multiples argumentos en una secuencia de

funciones.

Functores: Estructuras que permiten mapear

funciones sobre contenedores de valores.

Tipos algebraicos de datos: Tipos compuestos
formados por producto y suma de otros tipos.

Evaluacion perezosa: Estrategia que retrasa la
evaluacion de expresiones hasta que su valor es

necesario.

Tipos refinados: Tipos que incluyen predicados
para especificar propiedades mas precisas de los

valores.

Tipos indexados: Tipos parametrizados por
valores, permitiendo especificaciones mas
detalladas.

Proposiciones como tipos: Principio donde los
tipos representan proposiciones y los términos

representan pruebas.
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Teoria de categorias: Estudio matematico abstracto

de estructuras y relaciones entre objetos.

Metaprogramacion: Técnica de escribir programas

que generan o manipulan otros programas.

Macros: Reglas o patrones que especifican como
cierto input debe ser mapeado a un output.

Argumentos implicitos: Argumentos de funcidon
que el compilador puede inferir y no necesitan
especificarse explicitamente.

Argumentos irrelevantes: Argumentos de funcion
que no afectan el resultado computacional, solo la
tipificacion.

Cuantificacién universal: Expresion de que una

propiedad o relacion es valida para todos los
elementos.

Inferencia bidireccional: Técnica de inferencia de
tipos que combina la propagacion hacia adelante y

hacia atras.

Unificacion: Proceso de resolver ecuaciones entre

términos simbolicos.

Funtores aplicativos: Functores con una estructura
adicional que permite levantar funciones sobre

efectos.

Transformadores de moénada: Tipos que toman
una moénada y devuelven otra, afiadiendo nuevas

capacidades.

Combinadores: Funciones de orden superior que

componen otras funciones de manera estructurada.
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